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Vorwort zur zweiten Auflage. 


In dem vorliegendem Buche werden die von dem Gesetze der 
virtuellen Verschiebungen und den Lehrsätzen über die Formände- 
rungsarbeit ausgehenden Methoden der Festigkeitslehre im Zusam- 
menhange vorgetragen. Die zur Erläuterung der allgemeinen Be- 
ziehungen zwischen den äufseren und inneren Kräften gewählten 
Aufgaben sind gröfstenteils der Statik der Bauwerke und hier 
wiederum der Theorie der statisch unbestimmten Träger entlehnt 
worden; sie beziehen sich meistens auf schwierigere, zum Teil aber 
auch auf solche einfachere Fälle, die in anderer Weise ebenso kurz 
— und vielleicht noch kürzer — behandelt werden können, die aber 
mit aufgenommen wurden, weil die Gewinnung bekannter Ergebnisse 
auf neuen Wegen besonders geeignet sein dürfte, den Leser schnell 
mit den fragUchen Verfahren vertraut zu machen, wie denn über- 
haupt sämtliche Aufgaben vornehmlich darauf hinzielen, die gegebenen 
Gesetze streng zu beweisen undfin möglichst lehrreicher Art zu er- 
klären, nicht aber, die Theorie einer beschränkten Anzahl von Fällen 
bis ins Einzelne auszufeilen. Es sind deshalb die meisten Aufgaben 
über statisch unbestimmte Träger nur soweit durchgeführt worden^ 
bis die statische Unbestimmtheit gehoben war, da gerade die ein- 
heitliche Berechnung der an Elastizitätsgleichungen gebundenen 
äuiseren und inneren Kräfte neben einer übersichtlichen Darstellung 
der Formenänderungen das Feld bilden, auf welchem das Vorgetragene 
erfolgreich zu verwerten ist. 

Besonders eingehend wurde die Aufsuchung der Einflufslinien 
ftir die statisch nicht bestimmbaren Gröfsen ebener Träger behandelt, 
wozu es nötig war, die — vielfach erweiterten und vereinfachten — 
Gesetze über die Biegimgslinie (elastische Linie) abzuleiten, um mit 
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<ieren Hilfe die Berechnung der gesuchten Einflulshnien in besonders 
übersichtlicher Weise auf die Berechnung von Momentenlinien für 
einfache Balken zurückführen zu können. 

Trotzdem sich das Buch an reifere, mit den Grundzügen der 
Festigkeitslehre und der Statik der Bauwerke bereits vertraute Leser 
wendet, und sein Umfang durch Voranstellung der im § 23 ent- 
haltenen allgemeineren Untersuchungen etwas hätte gekürzt werden 
können, erschien es ratsam, mit der Betrachtung des übersichtlichsten 
Falles — der Theorie des Fachwerks — zu beginnen, und auch im 
zweiten Abschnitte der schärferen Untersuchung einfach gekrümmter 
Stäbe diejenigen vereinfachten Entwickelungen vorauszuschicken, die 
beispielsweise im Hochbau und Brückenbau bei der Berechnung von 
Bogenträgem stets Anwendung finden, da hier den Vorbedingungen 
der genaueren Theorie nur sehr unvollkommen entsprochen wird. 

Die Ableitung des Gesetzes der virtuellen Verschiebungen für 
den elastischen Körper wurde, da sie den meisten Lesern aus der 
Mechanik geläufig sein dürfte, in einen Anhang verwiesen, der auch 
geschichtUche Angaben und Anfuhrung einschlägiger Schriften enthält. 

Auf die in diesem Buche gebotenen eigenen Untersuchungen 
brauche ich Kenner der Literatur nicht besonders hinzuweisen. 


Berlin 1893. 


H. MüUer-Breslan. 


Vorwort zur dritten Auflage. 


Die vorliegende dritte Auflage unterscheidet sich von der zweiten 
Auflage hauptsächlich durch die eingehendere Behandlung des statisch 
bestimmten Fachwerks. Insbesondere hoife ich, dafs der an den 
SchluTs des Buches gestellte Abschnitt über das räumliche Fachwerk, 
der eine abgerundete Wiedergabe einiger vom Verfasser in einer 
Reihe kleinerer Abhandlungen veröffentlichten Untersuchungen enthält, 
Manchem willkommen sein wird. Denn, trotzdem es sich beim Fach- 
werk nur um die Auflösung von Gleichungen ersten Grades han- 
delt, also um eine in mathematischer Beziehung sehr einfache Auf- 
gabe, so begegnet man doch gerade bei der Berechnung räumlicher 
Fachwerke häufig recht umständlichen und weitläufigen Verfahren. 
Die Anwendungsbeispiele sind auf das notwendigste Mafs beschränkt 
worden; eine ausführlichere Behandlung dieses Gebietes wird der 
dritte Band meiner „Graphischen Statik" bringen. Immerhin genügt 
das in diesem Buche Gebotene für die Berechnung jedes räumlichen 
Fachwerks. 

Der übrige Teil des Buches ist sorgfältig durchgesehen und 
verbessert worden. Zu grofsem Danke bin ich Herrn Ingenieur 
Müllenhoff in Lauchhammer verpflichtet, der mich bei dieser Durch- 
sicht und beim Lesen der Korrekturen unterstützt hat. 


Berlin 1904. 


H. Müller-Breslan. 
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Abschnitt I. 

Theorie des ebenen Fachwerks- 

§ 1- 

AUgemeines Aber das ebene Fachwerk. 

1) Ein Fachwerk ist eine Verbindung von Stäben, welche in den 
Knotenpunkten, d. h. in den Punkten, in denen mehrere Stabachsen 
zusammentreffen, durch reibungslose Gelenke miteinander befestigt sind. 
Greifen alle äufseren Kräfte in den Knotenpunkten an (was streng 
genommen nur bei gewichtslosen Stäben möglich ist), so tritt in jedem 
Stabe eine mit der Achse desselben zusammenfallende Spannkraft auf, 
welche positiv oder negativ angenommen werden soll, je nachdem sie 
Zugspannungen oder Druckspannungen hervorbringt. Liegen alle Stab- 
achsen und äufseren Kräfte in derselben Ebene, so heifst das Fachwerk 
ein ebenes. 

Wir betrachten das ebene Fachwerk unter der Voraussetzung, dafs 
die äuÜBeren Kräfte sowohl für sich allein als auch mit den inneren 
Kräften im Gleichgewichte sind, und dafs es zulässig ist, die durch die 
Elastizität des Materials der Fachwerkstäbe und der das Fach werk 



Kg. 1. 

stützenden fremden Körper bedingten Formänderungen als verschwin- 
dend klein aufzufassen. Es dürfen in diesem Falle in die Gleichgewichts- 

Müller- Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeittlehre. \ 
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bedingungen alle Hebelarme und die Neigungswinkel der Stäbe mit 
denjenigen Werten eingeführt werden, welche dem spapnungslosen An- 
fangsznstande des Fachwerks entsprechen. 

Die äuiseren Kräfte sind teils gegeben und sollen dann Lasten 
heifsen und mit F bezeichnete werden , teils bestehen sie aus den zu 
suchenden Widerständen C der das Fachwerk stützenden Körper. Die 
Stützpunkte, auch Auflager genannt, können bewegliche oder feste 
sein. Ein bewegliches Auflager entsteht, sobald ein Knotenpunkt ge- 
zwungen wird, auf einer gegebenen Linie zu bleiben, an der Bewegung 
längs dieser Linie aber durch den Zusammenhang mit dem Fachwerke 
gehindert wird; der Stützenwiderstand wirkt, wenn keine Reibung auf- 
tritt, senkrecht zu dieser Bahn, seine Richtung ist gegeben, seine Gröfse 
wird gesucht.*) 

Von dem Widerstände eines festen Auflagers ist hingegen sowohl 
die GrÖijBe als auch die Richtung unbekannt, es sind — wie wir bei 
der Herleitung der allgemeinen Gesetze voraussetzen wollen — zwei 
Seitenkräfte desselben anzugeben. 

Die nach festen Richtungen wirkenden Seitenkräfte der Stützen- 
widerstände lassen sich auch als die Spannkräfte in Stäben deuten, 
welche die fraglichen Stützpunkte mit auTserhalb des Fachwerks ge- 
legenen festen Paukten verbinden und Auflagerstäbe genannt werden. 
Einem beweglichen Auflager entspricht ein Auflagerstab, zu einem festen 
gehören ztcei Stäbe. 

Die Einführung der AufLagerstäbe gestattet eine sehr kurze Dar- 
stellung allgemeiner Untersuchungen; es liegt nur eine Art von un- 
bekannten vor, denn man hat nur noch mit Stabkräften zu tun. 
Bedeutet nun n' die Anzahl der beweglichen Auflager, 

n" „ n n festen „ 

r „ „ „ Fach werkst äbe, 

so sind n' -{- 2n" -\- r Unbekannte zu berechnen und hierzu stehen, 
bei k Knotenpunkten, 2k Gleichgewichtsbedingungen zur Verfügung. 

Bezieht man nämlich das Fachwerk auf ein rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem (Xf y) und bezeichnet mit Q^ und Qy^ die parallel den 
Koordinatenachsen gebildeten Seitenkräfte der im Knotenpunkten m an- 
greifenden äulseren Kraft Q^ (welche gegebene Last oder unbekannte 
AuHagerkraft sein kann), ferner mit Si, S^ <$, die Spannkräfte 


*) Reibungswiderstände an den beweglichen Auflagern dürfen wir hier aus- 
schliefsen. Bei grofsem Reibungskoeffizienten kann ein bewegliches Lager zu 
einem festen werden; tritt Bewegung ein, so ist der Reibungswiderstand in be- 
stimmter "Weise von dem Normaldrucke auf die Auflagerbahn abhängig: wir 
zählen ihn in diesem Falle zu den Lasten, über deren Gröfse ja nichts voraus- 
gesetzt zu werden braucht. 


3 — 


in den von m ausgehenden Stäben und mit OL^y cl^ a^ die 

Neigungswinkel dieser Stäbe gegen die a;- Achse, so ergeben sich die 
beiden Gleichgewichtsbedingangen: 


(1) 


1 
1 


und zwei solcher Gleichungen ersten Grades lassen sich für jeden Knoten- 
punkt aufstellen. 

Ist nun »' + 2n'' + r > 2Ä;, so ist- es nicht möglich, die Un- 
bekannten lediglich mit Hufe der Gleichgewichtsbedingungen zu be- 
rechnen, und das Fachwerk heilst ein statisch unbestimmtes. 

Ist n' -|- 2n'' -|- r <C 2Ä;, so kann im allgemeinen kein Gleich- 
gewicht zwischen den äuTseren und inneren Kräften bestehen; das Fach- 
werk ist beweglich. 

Ist aber r -\- n' -\- 2n'' = 2kj und besitzt die aus den Koeffi- 
zienten der linearen Gleichungen (1) gebildete Determinante D einen 
von Null verschiedenen Wert, so lassen sich die unbekannten Stab- 
kräfte für jeden Belastungszustand eindeutig durch die gegebenen 
Lasten P ausdrücken. Ein solches Fachwerk heilst ein statisch be- 
stimmtes. Die einzelnen Teile eines solchen Fachwerks können nicht 
gegeneinander bewegt werden, weil die Gleichungen (1) aussprechen, 
dais an jedem Knotenpunkte für jede Angriffsweise Gleichgewicht 
besteht. 

Die Untersuchung der Determinante D ist umständlich, aber auch 
entbehrlich, da sich die Frage nach der statischen Bestimmtheit stets 
schnell und sicher durch den Versuch entscheiden laust, die unbekannten 
Spannkräfte für einen ganz allgemeinen Belastungszustand eindeutig zu 
bestimmen. Meistens werden hierzu die bekannten Berechnungsver- 
fshren ausreichen; für verwickeltere Fälle aber möge der folgende, immer 
zum Ziele führende Weg angegeben werden. 

Man verwandle das fragliche Fachwerk durch Beseitigung von 
Stäben und Hinzufügung von ebensoviel neuen Stäben, welche kurz 
Ersatzstäbe genannt werden sollen, in ein Stabgebilde, dessen statische 
Bestimmtheit und Unbewegiichkeit auTser allem Zweifel steht, und dessen 
Spannkräfte und Auflagerwiderstände sich auf möglichst einfache Weise 
ermitteln lassen. Die Spannkräfte der beseitigten Stäbe bnnge man an 
dem neuen Fach werke als äuTsere Kräfte an; sie mögen mit Z„, Z», 
i?e, . . . . Z« bezeichnet werden. Hierauf stelle man die Spannkräfte 
des neuen Fachwerks als Funktionen der gegebenen Lasten P und der 

1* 
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vorläufig onbekannten Kräfte Z dar. Sie erscheinen, da alle Gleich* 
gewichtsbedingungen vom ersten Grade sind, in der linearen Form 

(2) Ä=@, + @.Z, + @,Z, + @,Z,+ .... + @.Z., 

wobei @o denjenigen Wert bedeutet, welchen @ annimmt, sobald samt* 
liehe Kräfte Z gleich Null gesetzt werden, sobald also nur die Lasten 
P auf das neue Fachwerk einwirken. Weiter bedeutet S» den Wert 
von 8 für den Fall, daüs alle Lasten P verschwinden, desgleichen die 
Kräfte Zm ^«, . . . . ^», während die beiden Kräfte Z« die Gröfse 1 
annehmen, eine Belastungsweise, welche wir kurz den Zustand Z« = 1 
nennen wollen; und ganz ebenso lassen sich die Ziffern @», @«, . . . ®« 
als die Spannkräfte für die Zustände Z» = 1 , Z« = 1 , . . . Z^ = 1 
auffoasen. Die Ziffern ©«, ®», ®«, . . . . ®„ sind unabhängig von den 
Lasten P, während die Spannkräfte @p für jeden neuen Belastungsfall 
von neuem ermittelt werden müssen. 

Setzt man schlieislich die Spannkräfte in den Ersatzstäben gleich 
Null, so erhält man ebensoviel Gleichungen ersten Grades, als Kräfte Z 
vorhanden sind, ist also im stände, die letzteren zu berechnen. Das 
Fachwerk ist statisch bestimmt, sobald die Nennerdeterminante jener 
Gleichungen einen von Null verschiedenen Wert besitzt. 

Werden also die Spannkräfte in den Ersatzstäben mit Y* ^ Y'\ 
Y"\ . . . y* bezeichnet, so lauten die Bedingungen zur Berechnung 
der Spannkräfte Z: 

( r = r; + y:z, + y;z^ + y:z. + .... + yJz^ = o 
r- = Yl' + y:'z. + Yi'z^ 4- iV'z, + .... + r^"^-. = 


(3) 




r-= rr+ r:z,+ rrz,+ rrz. + .... + y:z^ 

Das Fachwerk ist statisch bestimmt sobald 


= 0. 


(4) 


i> = 


y" v" V" V ' 


rm -ym xr»» xr«« 


ist. 


Die Verwandlung eines Fachwerks in ein anderes, leicht zu be- 
rechnendes, bietet selbst in den verwiokeltesten Fällen nicht die gering- 
sten Schwierigkeiten. Es sei beispielsweise die Aufgabe gestellt, die 
Spannkräfte eines Fachwerks lediglich durch wiederholte Lösung der 
Aufgabe zu bestimmen, eine gegebene Kraft nach zwei Richtungen zu 
zerlegen. Es dürfen dann an einem Knotenpunkte nur zwei unbe- 
kannte Stabkräfte vorkommen; ihre Werte erhält man, indem man die 
Mittelkraft der am Knotenpunkte angreifenden bekannten Kräfte nach 
den Richtungen der beiden unbekannten zerlegt. Ist es nun nicht 
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möglich, 80 von Kootonponkt za Ejiotenpimkt za gehen, dais man 
jedem Knotenpunkte immer nur zwei nnbekannten Stabkrttften begegnet, 
flo beseitige man die überzähligen Stäbe und rechne ihre Spannkräfte Z 
zunächst zn den gegebenen Lasten. Man wird dann auch auf Ejioten- 
punkte stoisen, an denen Stäbe fehlen, weil ja das Fachwerk nur die 
erforderliche Stabzahl besitzt — was gleich zn Beginn der Unter- 
snchnng festgestellt worden ist. An diesen Enotenpankten werden nun 
die Ersatzstäbe angebracht. Dabei ist es keineswegs notwendig, die 



Ersatzstäbe zwinchen zwei ELnotenpnnkten einzuziehen. Diese Stäbe 
dürfen aoch nach anfserhalb des Fachwerks liegenden festen Punkten 
gefEÜirt werden; ihre Richtungen werden so gewählt, dals möglichst ein- 
fache und übersichtliche Rechnungen und Eräftezerlegungen, entstehen. 
Die folgenden Beispiele werden genügen, das beschriebene allge- 
meine Verfahren zu erläutern. 
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1. BeispleL An der in Fig. 2 dargestellten Fachwerkscheibe 
mögen sich gegebene UnÜBere Kräfte das Gleichgewicht halten. Es soll 
der Weg zur Bestimmang der Spannkräfte angegeben werden. Da 
die änfseren Kräfte im Gleichgewicht sein sollen, so dürfen sie nicht 
willkürlich angenommen werden; sie müssen vielmehr drei Gleichge- 
wiohtsbedingungen erf(illen. Von den 2 k Gleichgewichtsbedingnngen 
zwischen den änfseren nnd inneren Kräften des Fachwerks stehen also 
aar Berechnung der Spannkräfte nur noch 2 k — 3 voneinander anab- 
hängige Gleichungen zur Verfügung; die Scheibe mufs also 2k — 3 
Stäbe, und mehi^asttr Stäbe, enthalten. Diese Bedingung ist erfüllt; 
es ist Ä: == 25, und die Stabzahl beträgt 47 = 2 • 25 — 3. 

An keinem Knotenpunkte kommen weniger als drei Stäbe vor. 
Beginnen wir beim Knotenpunkte a und setzen wir die Spannkraft Z« 

des Stabes ab als bekannt voraus, so sind wir imstande, der Beihe 
nach an den Knotenpunkten b, c, d, e die Spannkräfte in den Stäben 
1, 2, 3, 4, . . . bis 10 zu bestimmen, denn wir begegnen an jedem 
dieser Ejiotenpunkte immer nur zwei Unbekannten. An welcher Stelle 
der zu Z^ gehörige Ersatzstab eingezogen wird, lassen wir noch un- 
entschieden. Wir gehen nun zum Knotenpunkte /*, führen den Stab 

fm als Stab Z» ein, ermitteln die Spannkräfte in den Stäben 11, 12, 

13 und 14, wählen am Ejiotenpunkte h den Stab hi zum Stabe Z«, 
bestimmen hierauf 15, 16, 17, 18, u. s. w. bis 42 und gelangen 
so zum Ejiotenpunkte w, wo zum ersten Male ein Stab fehlt, denn es 
ist dort nur die Spannkraft des Stabes 43 unbekannt, während zwei 
Gleichgewichtsbedingungen zur Verfügung stehen. Hier wird also der 
erste Ersatzstab erforderlich. Im vorliegenden Falle sind nur noch die 
wenigen Knotenpunkte tr, o;, y, z übrig geblieben; sie sind nur durch 

zwei Stäbe wx und xy, mit unbekannten 
Spannkräften verbunden und lassen sich 
durch drei Stäbe F', F", F'" zu einem 
statisch bestiinmten Fach werke der einfach- 
sten Art vereinigen. Damit sind die den 
drei Stäben Z,,, Z^, Z« entsprechenden Er- 
satzstäbe gefunden. Man erkennt, daDs das 
neue Fachwerk, in welches das gegebene 
Fachwerk verwandelt worden ist, aus einem 
Fig. 8. Dreiecksystem wxyz besteht, an welches 

die übrigen Knotenpunkte in der Reihen- 
folge Vy u, t, 8^ r c^ b, a zweistäbig angeschlossen sind. Dafs 

dieses Verfahren selbst in den schwierigsten Fällen zum Ziele führt, 
bedarf keines weiteren Beweises. 
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In Fig. 3 haben wir noch den Fall dargestellt, wo der am Knoten- 
punkte w erforderliche erste Ersatzstab Y' in einem beliebigen festen 
Punkte w' endigt. Von den in w angreifenden Stabkräften S ist nur 
noch iS'43 anbekannt. Es empfiehlt sich, dem Stabe Y' die Richtung 
einer der bekannten Kräfte zu geben; wir wählten in Fig. 3 die 
Richtung von ^35. Das Kräftepolygou liefert dann die beiden Werte 
S^^ und Y' — Äjg. Dieser Vorgang läfst sich auch in folgender Weise 
beschreiben. Man läfst den Stab ww' weg und betrachtet dafür aniser 
543 noch eine der beiden bereits bekannten Stabkräfte als unbekannte, 
beispielsweise 8^^. Den für S^^ gewonneuen Wert setzt man nun dem- 
jenigen gleich, den das Kräftepolygon des Knotenpunktes a für 5, 5 ge^ 
liefert hat. Die auf diese Weise erhaltene Gleichung zur Berechnung 
der Z- Kräfte stimmt natürlich genau mit der Bedingung y ^ => 
überein. Ich mufs dies hervorheben, weil vor kurzem diese zweite 
Darstellungsweise eines und desselben Vorganges zu einem neuen Ver- 
fahren erhoben und sogar gegen mein allgemeines Ersatzstabverfahren 
ausgespielt worden ist,*) trotzdem ich bereits im Jahrgange 1891 
des Zentralblatts der Bauverwaltung (Seite 440, Abb. 20 u. 21) den 
nach einem festen Punkte gehenden, beliebig gerichteten Ersatzstab 
eingeführt und auch das zweckmäfsige des Zusammenfallens seiner Rich- 
tung mit der Richtung eines wirklich vorhandenen Stabes durch ein 
Beispiel erläutert habe. 

Ich will noch zwei andere Lösungen mitteilen. 

Erstens: Man ersetzt die gegebene Kraft P^ durch die unbekannte 
Kraft F', ermittelt nun mit Hilfe des Kräftepoljgons die beiden Un- 
bekannten Y' und 6^43 und stellt dann zur Berechnung der Z-Kräfke 
die Gleichung auf 

und ebenso verf^rt man an den Knotenpunkten x und y**) 

Zweitens: Am Knotenpunkte tv ist nur noch die eine Stabkraft 

S^^ unbekannt, während zwei Gleichgewichtsbedingungen erfüllt werden 

müssen; die eine Gleichgewichtsbedinguug steht also zur Berechnung 

der Kräfte Z zur Verfügung. Wir wollen diese Aufgabe analytisch 

lösen und setzen, um S^^ zu finden, die Summe der Projektionen der 

in w angreifenden Kräfte auf eine Gerade, die rechtwinklig zu S^^ 

oder S^i ist, gleich Null. Mit den in die Figur 4a eingetragenen 

Winkelbezeichnungen finden wir 

8^1 sin a -f- P^ sin ß 

043 = : 

sm 7 


*) Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, Seite 634. 
**) Nach dieser Lesart habe ich im Zentralblatt der Bau Verwaltung 1902 
auf Seite 62 ein Beispiel behandelt. 
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Jetzt setzen wir die Summe der Projektionen der Kräfte aaf eine 
zu S^i oder £43 rechtwinklige Gerade gleich Null. Mit den in Fig. 4b 
angegebenen Bezeichnungen erbalten wir die Gleichung 

^gg sin 9 -f- ^41 sin '^ = P^ sin 4>, 
in der nur noch die Unbekannten 2«, Z^j Z^ vorkommen. Ganz ebenso 
verfahren wir am Knotenpunkte x. Nach Bestimmung von £44 mit 
Hilfe der einen Gleichgewichtsbedingung steht die zweite Bedingung 
wieder zur Berechnung der Unbekannten Z zur Verfügung. Da nun- 
mehr alle Stabkräfte als Funktionen der P und Z dargestellt worden 
sind, so braucht man nur noch eine dritte Gleichung zur Bestimmung 
der Kräfte Z. Man hat die Wahl unter den vier Gleichgewichtsbe- 
dingunge» der beiden Knotenpunkte y und z. Drei Gleichgewichts- 
bedingungen bleiben übrig, was damit zusammenhängt, daüs die äuüseren 
Krftfte^s nicht willkürlich angenommen werden dürfen, sondern die drei 




Fig. 4a und 4b. 


allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen erfüllen müssen, denen jedes 
ebene Kräftesystem, das an einer starren Scheibe angreift, zu genügen 
hat. Die übrig bleibenden Gleichgewichtsbedingungen können nun zur 
Prüfung der Richtigkeit der Zahlenrechnung benutzt werden; sie ent- 
sprechen den bekannten Zeichnungsproben, welche beim Auftragen der 
Kräfbepolygone für die Knotenpunkte eines Fachwerks stets zur Ver- 
fügung stehen, sobald sämtliche äufseren Kräfte gegeben sind. 

Ob man sich nun besser dafür entscheidet, Ersatzstäbe zwischen 
Knotenpunkte des Fachwerks einzuziehen oder einen der zuletzt be- 
schriebenen Wege zu gehen, hängt von der Natur der zu lösenden 
Aufgabe ab. Jedenfalls ist die Einfügung von Ersatzstäben, die zwi- 
schen Fachwerksknotenpunkten eingezogen werden oder nach auüserhalb 
des Fachwerks liegenden festen Punkten führen und deren Spannkräfte 
an jeder beliebigen Stelle des Bechnungsganges gleich Null gesetzt 
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werden dürfen, die allgemeinste der hier vorgeführten Darsteilnngs- 
weisen; aas ihr folgt jede andere Darstellung durch SpezialisieruDg. 

Henrorzuheben ist noch, dafs jede Aufgabe — je nach der Wahl 
der Z-Stäbe — verschiedene Lösungen zulfifst, und dafs man vor der 
Auftragung von Kiäfteplänen und Ausführung von Rechnungen ver- 
schiedene Wege miteinander vergleichen wird, um mit einer möglichst 
kleinen Anzahl von i^Stäben auszukommen, es sei denn, dais symme- 
trisch gebaute Fachwerke vorliegen, bei denen es sich dann meistens 


rv'^2 



Fig. 5. 


empfiehlt, die aus der Begelmäfsigkeit sich ergebenden Vereinfachungen 
tunlichst auszunutzen und dafür lieber eine gröfsere Anzahl von Z-8täben 
in den Kauf zu nehmen. Wir machen schon an dieser Stelle auf die 
in dem Abschnitte über das räumliche Fachwerk vorgeführten Aufgaben 
aufmerksam, denn für den Raum ist unser Verfahren von besonderer 
Bedeutung, 
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2. BeispieL An. ein ans fünf Stäben bestehendes Fünfeck 1, 2, 
3, 4, 5, Fig. 5, seien weitere Knotenpunkte 6, 7, 8, ... m ... n 
durch je zwei Stäbe in der Weise angeschlossen, «lafs 6 verbunden wird 
mit 5 und 2, 7 mit 6 und 8, . . . n mit (w — 1) und (w — 4). Es 
entsteht auf diese Weise ein Fachwerk, das nicht bteif ist, sondern zwei 
Bewegungsfreiheiten besitzt, das aber im allgemeinen in ^ein steifes 
Fachwerk übergeht, sobald zwei Stäbe hinzugefügt werden. Das nahe* 
liegendste wäre nun, das Fünfeck zu versteifen, beispielsweise durch 
die Diagonalen F' und Y'\ Die Versteifung möge aber in der 
Weise erfolgen, daDs irgend ein Knotenpunkt m mit dem Knotenpunkte 2 
durch einen Stab Zi, verbunden wird und der Knotenpunkt n mit 1 
durch einen Stab Z^. Durch' diese Beschreibung der Erzeugung des 
Fach Werks ist zugleich der Gang der Berechnung gegeben. 

Wäre die Bildungsweise dieses Fachwerks nicht bekannt, so würde 
der im ersten Beispiele eingeschlagene Weg zu dem folgenden Bechnungs- 
gange führen. Man beginnt bei irgend einem dreistäbigen Knoten- 
punkt. Entscheidet man efich für einen der vier auTsen liegenden Knoten- 
punkte n, n — 1, n — 2, n — 3, und wählt irgend einen der an diesen 
Punkten angreifenden Stäbe zum Stabe Z«, so ist man imstande, die 
dbrigen an den vier Knotenpunkten angreifenden Stäbe zu berechnen 

und begegnet auch an den Punkten n — 4, n — 5, (m-f-l) 

immer nur zwei Unbekannten. Erst bei m ist die Einführung eines 
zweiten Z-States erforderlich; von hier ab treten nie mehr als zwei 
Unbekannte auf; man gelangt schliefslich zu einem Knotenpunkte, an 
dem ein Stab fehlt und wird auf diese Weise zur Versteifang des^ in- 
neren Fünfecks durch zwei Stäbe, die auch nach festen Punkten auTser- 
halb des Fachwerks führen dürfen, hingeleitet. Geht man von einem 
der dreistäbigen Knotenpunkte 1,3,4 aus , so wird man auf einem 
ähnlichen Wege zur Versteifung des äufseren Fünfecks geführt. 

Die als zweites Beispiel behandelte Aufgabe läfst sich verallge- 
meinem. Schliefst man an ein irgendwie gestütztes ebenes Fach werk (F), 
welches r Bewegungsfreiheiten besitzt, weitere Knotenpunkte zweistäbig 
an, so entsteht ein Stabgebilde, welches durch Hinzufügung von r 
Stäben Z steif gemacht werden kann. Um dieses steife Fach werk /m 
berechnen, führe man die zur Versteifung des Fachwerks (F) erforder- 
lichen r Ersatzstäbe Y ein. Die Zahl r ist hierbei die gtöfste Anzahl 
der zur Berechnung der Z aufzustellenden Gleichungen Y= 0. Es 
kann aber auch vorkommen, daß man mit weniger als r Gleichungen 
auskommt, da durch die Einfügung der Z- Stäbe ein Fachwerk entstehen 
kann, das sich aas einer Stabverbindung mit i Bewegungsfreiheiten 
herleiten läfst, wo i <C r ist. Liegt z. B. bei dem oben aus dem 
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Fünfeck abgeleiteten Fachwerk der Sonderfall m = 8 und n = 11 vor, 
Fig. 6, so braucht man nur einen einzigen Ersatzstab Y einzuführen. 

8. BeispieL Es soll 
der in Fig. 7 dargestellte 
trapezförmige Balken, des- 
sen Füllungsstäbe ein vier- 
faches, durch drei Ständer 

versteiftes Netzwerk bilden. ^ / ■ x \ ^^rrt-a 

untersucht werden. 

Beseitigt man die bei- 
den Ständer in der Nähe 
der Stützen und zieht da- ''^' 
für die Ersatzstäbe Y' und 
Y" ein, so entsteht ein 
Fachwerk, dessen Spann- 
kräfte sich leicht für jeden 
Belastungszustand berech- 
nen lassen, weil sich seine 

Knotenpunkte der Reihe nach zweistäbig an die in der Fig. 8 durch 
Schraffierung hervorgehobene statisch bestimmte Scheibe angliedern lassen. 
Damit ist auch bewiesen, dais das Fachwerk die erforderliche und aus- 
reichende Stabzahl besitzt. 




k-A ->* 




Fig. 7 and 8. 


\ 


/ 


>^ V,: 


Wir wollen dieses Beispiel etwas weiter durchführen und die De- 
terminante 

y: y: 


i>= 


// 


// 
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welche über die statische Bestimmtheit entscheidet, untersachen. Die 
Anzahl der Felder sei gleich grofs, die Streben mögen alle mit der 
Wagerechten denselben Neigungswinkel 9 bilden. 

F/ und y/' entsprechen dem Zustande Za=l, und 1\\ Y^' 
dem Zustande Z^ = 1. Da das Fach werk symmetrisch ist, so gentlgt 
es, den einen dieser beiden Zustände zu untersuchen. 





Fig. 9. 

Fig. 9 stellt den Belastungszustand Z« = 1 dar. Die spannungs- 
losen FallungsstM.be sind fortgelassen worden; in den übrigen Füllnngä- 
Stäben entstehen Spannkräfte [jl oder 2[Jl, wo 

2 sin 9 






Fig. 10. 

ist. Die init 2(x beanspruchten Stäbe sind durch gestrichelte Linien 
hervorgehoben worden. Der Trägerteil rechts von der schraffierten 
Scheibe ist spannungslos. Der Abstand der seitlichen Vertikalen von 
der Mitte sei gleich nX. In Fig. 7 ist n = 7. Für diesen Fall und 
ebenso für w=3, n = ll, 15, 19, .... zeigt Fig. 10a den Be- 
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lastnngsznstand der steifen Scheibe in der Mitte des Balkens. Es greifen 
an dieser Scheibe drei Streben an, deren Spannkräfte (x, [Ji, 2\k sind. 
Damit Gleichgewicht besteht,, mnis die obere Gartang aaf die Scheibe 
einen Druck v = 1 • cotg 9 ausüben.*) In den Ersatzstäben entsteht 

r; = o, r; = — 1. 

Daraas folgt nun für den Zustand Z^ = 1 

mithin 

—1 
— 1 

Das Fach werk ist also brauchbar. 

Fig. 10b gibt den Belastungszustand der Scheibe für n = 2, 6, 
10, 14, .... an; es wird 

r;=i, r;=i, r;' = i, r;'=i 

' 1 1 


/> = 




D = 


1 1 


= 


und das Fach werk erweist sich als unbrauchbar. 

Fig. 10c gilt für n = 1, 5, 9, 18, und liefert 

r; = — 1, r; = o, r;' = o, r;' = — i 


D = 


= +1. 


— 1 

0— 1 

I 

Das Fachwerk ist brauchbar. 

Fig. lOd entspricht den Fällen n = 4, 8, 12, 16, ... . und 


liefert 


r; = o, r; = o, r; 

. 2> = 0. 


= 0, r, = o 


Das Fachwerk ist wieder unbrauchbar. 

Unsere Untersuchung beweist, dafs n eine ungrade Zahl sein 

mufs, wenn das Fach werk ein statisch bestimmtes sein soll. 

2) Dem im vorstehenden entwickelten Verfahren des Verfassers möge nun 
das von Henneberg in seinem Buche Statik der starren Systeme, Leipzig 
1886, angegebene Verfahren, das ebenfaUs stets zmn Ziele führt, gegenüber- 
gestellt werden. Es gilt zunächst nur für freie, d. h. ungestützte Fachwerke, an 
denen sich gegebene äulsere Kräfte das Gleichgewicht halten, läfst sich aber ohne 
weiteres auch auf irgendwie gestützte Fachwerke ausdehnen. Man hat nur nötig, 
die Stützpunkte durch Stäbe mit aufserhalb des Fachwerks liegenden festen Punkten 
zu verbinden und diese festen Punkte zu Knotenpunkten eines die Gesamtheit 
aller Widerlager vorstellenden statisch bestimmten Fachwerks zu machen. Auf 
diese Weise bildet man aus dem Fachwerk und den Widerlagern eine Fachwerk- 
scheibe; sie möge k Knotenpunkte und 2k — 3 Stäbe enthalten. Besitzt diese 

*) Dies Ergebnis liefert auch die Verfolgung der Spannkräfte @» in den 
Gnrtungen. 
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Scheibe dann keinen einzigen einfachen Knotenpunkt,*) so mufs sie mindestens 

einen zweifachen Knotenpunkt haben, denn liefen in allen Knotenpunkten min- 

4Ä: 
destens vier Stäbe zusammen, so müfsten wenigstens -^ = 2 A; Stäbe vorhanden 

sein. Auf diesen Satz stützt sich nun das Verfahren von Henneberg: die 
Berechnung jedes freien Fachwerks von n Knotenpunkten auf die 
Berechnung eines Fachwerks von n — 1 Knotenpunkten zurück- 
zuführen. "Wir teilen hier die von Henneberg selbst gegebene Darstellung 
seines Verfahrens mit. (Siehe a. a. 0. Seite 228.) 

„Es möge ein bestinuntes ebenes Fachwerk von n Knotenpunkten gegeben 
sein, welches keinen einfachen Knotenpunkt besitzt Dann ist jedenfalls ein 

zweifacher Knotenpunkt vorhanden. 
Derselbe sei durch Stäbe mit den 
drei Knotenpunkten J, P, C ver- 
bunden, und zwar seien relative Ver- 
schiebungen der beiden Punkte A 
und B nach Weglassung des Knoten- 
punktes und der drei Stäbe OA^ 
OB^ OC möglich. Aus dem Fach- 
werke von n Knotenpunkten läfst sich 
ein einfaches von n — 1 Knoten- 
punkten herleiten, indem der Knoten- 
punkt und die Stäbe OA,OB,OC 
weggelassen und dafür ein Stab AB 
hinzugefügt wird. Hierbei ist das 
Fachwerk von n — 1 Knotenpunkten 
ein (statisch) bestimmtes, sobald das 
Fachwerk von n Knotenpunkten ein 
solches ist. Ist umgekehrt das Fachwerk von n — 1 Knotenpunkten ein be- 
stimmtes, so ist es auch dasjenige von n Knotenpunkten.**) 

Die Kräfte, welche auf die einzelnen Knotenpunkte Xi Yi des Fachwerks 
von n Knotenpunkten wirken, seien P< und speziell Pqi -^n ^«^ -'s die Kräfte, 
welche auf die Knotenpunkte 0, A^ B^ C wirken. 

Die Kraft P^, welche auf wirkt, läfst sich auf unendlich viele Arten in 
drei Komponenten Si, ä'j, Ss zerlegen, welche in den drei Stäben OA^ OB. OC 
liegen. Es seien S/, S^,', Sg' die Komponenten von Po bei einer speziellen Zer- 
legung und femer Äj", 5,", S^" irgend drei in OA. OB, OC liegende Kräfte, 
welche unter sich im Gleichgewichte stehen. Dann sind alle möglichen Zer- 
legungen von Po in drei Komponenten in 0-4, OP, OC in der Form enthalten 

5, = 5,' + XS,'; 
<^ = iSj -f- XÄj . 
Diese drei Kräfte Äj, S,, Sz drücken den Einflufs aus, welchen der Knoten- 
punkt und die Kxaft P^ auf die Spannungen in den übrigen Stäben des Fach- 
werks besitzt. Es sei nun der Knotenpunkt weggenommen, dafür ein Stab 
AB hinzugefügt, und so das bestimmte Fach werk von n Knotenpunkten auf ein 



Fig. 11. 


*) Ein Knotenpunkt heifst »-fach, wenn t + 1 Stäbe von ihm ausgehen. 
**) Hier steht bei Henneberg noch der Zusatz: „wenn der Punki: nicht 
auf dem Kegelschnitte 4, § 39 sich befindet". Auf die Wiedergabe der Gleichung 
dieses Kegelschnittes (a. a. 0. Seite 219) dürfen wir hier verzichten. 
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solches Yon n — 1 Knotenpunkten reduziert. Sollen dann die Spannungen in den 
Stäben des Fachwerkes von n — 1 Knotenpunkten übereinstimmen mit den Span- 
nungen, die sich in dem Fachwerke von n Knotenpunkten infolge der Kräfte 

Po? -Pn -P»! fti A ergeben, so mufs es möglich sein, den Faktor X so 

zu bestimmen, da£s, wenn auf die drei Knotenpunkte A, B, C des Fachwerks 
von n — 1 Knotenpunkten die Resultanten P/, P,', Pg' von P, und iSi, P, und 
Sf, Ps und S^j dagegen auf die übrigen Knotenpunkte die früheren Kräfte P4, 
Pj, . . . wirken, sich in dem Stabe AB eine Spannung von der Gröfse Null 
ergibt. Es seien nun gefunden: 

1) Die Spannungen in den Stäben des Fachwerks von n — 1 Knotenpunkten, 
wenn auf die drei Knotenpunkte A^ /?, C die Resultanten von Pj uüd Si\ von 
P, und 5j', von P, und St und auf die übrigen Knotenpunkte die Kräfte P4, 
P5, . . . . wirken. In einem Stabe hk möge sich die Spannung Sik und speziell 
in dem Stabe ^P die Spannung Si^' ergeben. 

2) Die Spannungen in den Stäben des Fachwerkes von n — 1 Knoten- 
punkten, wenn auf die drei Knotenpunkte A, P, C die drei im Gleichgewichte 
stehenden Kräfte 5,", 5,", S," und auf die übrigen Knotenpunkte gar keine 
Klüfte wirken. Hierbei möge sich in dem Stabe 2a eine Spannung Sa' und 
speziell in dem Stabe AB eine Spannung 5i/' ergeben haben. Es stellt dann 

Ä* = 5ft+X5rt" 
die Spannung im Stabe 2» und speziell 

5i j = S^i , -+- X Ol j 
die Spannung in dem Stabe A B für jeden Wert von X dar, wenn auf die Knoten- 
punkte des Fachwerks von n — 1 Knotenpunkten die Kräfte P/, P,', P,', P4, 
Pg, . . . wirken. Die gestellte Aufgabe ist gelöst, sobald es möglich ist, X so 
zu bestimmen« dafs die Spannung 5i, in dem Stabe A B gleich Null ist, dafs also : 

I) 5„' + aS„" = 0. 

Dann stellt bei Einsetzung dieses Wertes S{k die Spannung in dem Stabe 
kk des Fachwerks von n Knotenpunkten dar, wenn auf die Knotenpunkte die 
gegebenen Kräfte Pq, P„ P„ P^ P4 . . . . wirken. 

Damit das Fachwerk von n Knotenpunkten ein statisch bestimmtes ist, mufs 
das Fach werk von n — 1 Knotenpunkten ein solches sein; dann läTst sich die 
Bestimmung der Spannungen Sik und 5*" stets durchführen, und zwar ergibt 
sich nur eine Lösung für dieselben. 

Ist das Fach werk von (n — 1) Knotenpunkten ein statisch bestimmtes, so 
können zwei Fälle eintreten: 

1) Es ist Sif'^0: Es gibt nur einen ganz bestimmten und endlichen Wert 
von X, welcher der Gleichung: 

genügt. Das Fachwerk von n Knotenpunkten ist ebenfalls statisch bestimmt. 

2) Es ist Äij|" = 0. Die Gleichung I reduziert sich auf 

Es folgt hieraus, dafs die Kräfte P-, die auf die Knotenpunkte wirken, nicht 
beliebig angenommen werden dürfen, wenn eine Lösung des Problejns überhaupt 
existieren soll. Sind die Kräfte Pi der Bedingung gemäTs angenommen, dafs 
Sjj'rriO wird, so i8t die Gleichung I für jeden endlichen Wert von X erfüllt. 
Es sind unendlich viele Lösungen vorhanden. Das Fachwerk von n Knotenpunkten 
Ist ein statisch unbestimmtes.^'*) 

Soweit die Darstellung Hennebergs. — Den grofsen Unterschied zwischen 


*) Es folgt nun eine Untersuchung über das Eintreten dieses singulären Falles. 
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seinem Verfahren und dem vorhin gezeigten Wege wird man sofort erkennen, 
wenn man die vorgeführten drei Beispiele nach der Hennebei^schen Methode 
behandelt. 

Das in Fig. 2 abgebildete Fach werk besitzt 12 dreistäbige Knotenpunkte: 
a, 6, e, d^ e^ i, /, n, t, u^ v, w. Man hat die Auswahl unter den 36 Ei'satz- 
stäben — und nur unter diesen 86 Stäben — 


oe 

eh 

ho 

\ ok 

km 

mo 

ah 

hc 

ea 

oz 

zh 

ho 

hm 

md 

dh 

zy 

y« 

99 

ek 

^9 

9<^ 

xz 

zr 

rx 

af 

fk 

ka 

WZ 

^9 

qw 

yh 

hk 

^y 

{ XH 

8V 

vx. 


Hat man sich für den Knotenpunkt a und den Stab oe entschieden, so ist 
man imstande, zwei Systeme von Spannkräften Sa und Sa' für die in den 
Knotenpunkten o, 6, c, d angreifenden Stäbe zu bestimmen und steht dann wieder 
vor einem Fachwerk, das keinen zweistäbigen Knotenpunkt, wohl aber 9 drei- 
stäbige Knotenpunkte: «, g^ i\ /, n, ^ u, r, tr besitzt Die Auswahl unter den 
zur Verfügung stehenden 18 Ersatzstäben mufs offenbar so getroffen werden, dafs 
die Systeme der Spannkräfte Sa-, Sa' und die neu hinzutretenden Systeme Sh\ 
Sh' ^ möglichst viele Knotenpunkte bestimmt werden können. Wir überlassen 
es dem Leser, selbst herauszuprobieren, welcher Weg nun einzuschlagen ist, damit 

möglichst wenig Systeme von Spannungen {Sa\ Sa'% (8h\ ä"), (ä', Se") 

erforderlich werden. 

8) Wir knüpfen noch einige Betrachtungen an den Fall, dafs die 
Nennerdeterminate D der Gleichungen Y' = 0, T" = 0, Y'" = 0, . . . . 
den Wert Null hat. Die Spannkräfte Z., Z», Z, . . . . Z« . . Z» 
seien auf die Form gebracht Z^=^ D„: D, 

Ist Z> = 0, so ist ein Gleichgewichtszustand, herbeigeführt durch 

endliche Spannkräfte nur möglich, wenn die äuÜBeren Kräfte den 

Bedingungen 

D« = 0, Z)* = 0, . . . Z)^ = 0, . . . D« = 

genügen; die Spannkräfte erscheinen zunächst in der unbestimmten 
Form 0:0 und nehmen nur dann bestimmte Werte an, wenn die 

2,/ Zähler- und Nennerdeterminanten gemeinschaftliche 
Faktoren besitzen, durch deren Verschwinden sie 
gleich Null werden. Die an jedes Fach werk zu 
stellende Forderung aber, dafs für jeden Be- 
lastungszustand Gleichgewicht bestehen muls, wird 
nicht erfüllt. Bleiben nämlich im Falle D = 
die Determinanten D^Dt, . . . . endlich, so be- 
weist dies entweder, dafä nach Beseitigung der ein- 
Flg. 12. gefügten Ersatzstäbe Gleichgewicht überhaupt nicht 

möglich ist, oder dafs ein Fach werk vorliegt, in welchem durch 
endliche äufsere Kräfte unendlich grofse innere Kräfte her- 
vorgerufen werden. Der erste Fall liegt beispielsweise vor bei 
dem in Fig. 12 dargestellten Fach werk, welches mittels eines Er- 
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Fig. 13. 


satzstabes 1 in das Fachwerk in Fig. 13 verwandelt werden möge. 
Bildet man 

und setzt Si = 0, so erhält man Z« = ^'^ und wegen Ai = (was 

leicht einzusehen ist) Z^ = oo. Nimmt man den Ersatzstab heraus, 
so ist Gleichgewicht im allgemeinen, nicht möglich; 
man erkennt auf den ersten Blick, dais das Fach- 
werk in Fig. 12 von endlicher Beweglichkeit ist. 
Fttr gewifse. Belastungsfälle jedoch besteht Oleich- 
gewicht, beispielsweise für die in der Figur 12 an- 
gegebene Angri£fsweise. Ist P = 0, so lassen sich 
die Stabkräfte sogar eindeutig berechnen; man er- 
hält för den Stab ac die Spannkraft 5 = + P', für 
alle übrigen Stäbe S= 0. Tritt P hinzu, so gibt es unendlich viele 
Systeme von Kräften S, die mit den äuTseren Kräften im Gleich- 
gewicht sind. 

Der zweite Fall — nämlich das Auftreten unendlich grofser Stab- 
kräfte infolge endlicher Lasten — erfordert eine eingehendere Prüfung, 
die an der Hand einiger leicht zu überschauender Sonderf^le er- 
folgen möge. 

Wir gehen von dem bekannten statisch bestimmten Dreigelenk- 

bogen aus, Fig. 14, nehmen im Scheitel eine lotrechte Last P an und 

bestimmen mittels der Gleichge- 

Pl 
Wichtsbedingung — Hf - 

den Horizontalschub 

PI 





K = 



V 


< / X 


l--> 


jsr^ 



^jr 


Fig. 14. Q. 15. 


Nehmen wir /*= an, Fig. 15, 
so wird JJ = oc ; es liegt dann 
ein Fach werk von unendlich 
kleiner Beweglichkeit vor, 
denn der Punkt B wird in 
zwei Kreisbögen, deren Mittelpunkte in A bezw. C liegen, geführt 
und vermag sich innerhalb des beiden Bögen gemeinschaftlichen Elemen- 
tes dn frei zu bewegen. Wird die Last P aufgebracht, so besteht zu- 
nächst kein Gleichgewicht; hat sich aber B im Sinne von P um 
\ ds verschoben, so ist die Buhelage erreicht, und es entsteht dann 

11= -- = ^. 
ds 


Malier-Breslau, Die neueren Methoden der FestigkeiUlehre. 
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Ganz ähnlich verhält sich das Fachwerk in Fig. 16. Nach einer 
unendlich kleinen Verrückung der Punkte a und h im Sinne von P 

befindet sich das Fachwerk in einer Ruhelage; es 
herrschen aber unendlich grofse Spannkräfte. 

Weitere Beispiele für Fachwerke von unendlich 
kleiner Beweglichkeit lassen sich aus Fig. 14 mit 
Hilfe des von Föppl eingeführten Begriffs des ima- 
ginären Gelenks herleiten. 

Werden zwei Scheiben bei G drehbar mitein- 
ander verbunden, Fig. 17, so nennt man G ein wirk- 
liches Gelenk; in G greifen die entgegengesetzt 
gleichen Kräfte D an, mit denen die Scheiben bei 
Eintritt einer Belastung aufeinander wirken. Erfolgt die Verbindung 
der beiden Scheiben durch zwei Stäbe, Fig. 18, so nennt man den Schnitt- 
punkt G der Stabachsen ein imaginäres Gelenk, und die Mittelkraft der 



Fig. 16. 


r-7- 



2)U--^J<^ 



Z:==o& 



U 


Fig. 17. 


Fig. 18. 


Fig. 19. 


in den Verbindnngsstäben auftretenden Spannkräfte stellt die Kraft D 
vor, mit der die eine Scheibe auf die andere wirkt. 

Mittels dieser Definition lä£ät sich das Fach werk in Fig. 19, dessen 

Stäbe ah und cd bxi der Kreuzungsstelle B nicht miteinander verbunden 

sein mögen, als Dreigelenkbogen mit drei imaginären Gelenken deuten. 

Wird die Scheibe III als das Widerlager betrachtet, so sind A 

und C die Kämpferge- 
lenke, B das Scheitel- 
gelenk, und in derselben 
Weise kann das in 
Fig. 20 dargestellte 

Paskalsche Sechseck 
alsDreigelenkbogen auf- 
gefafst werden.*) Da ^, ^, C in einer Geraden liegen, sind beide 
Fachwerke von unendlich kleiner Beweglichkeit; endliche äufsere Kräfte 

♦) Ein Sonderfall wuixle bereits in Fig. 16 dargestellt. 


.-^--::--^ 



Fig. 20. 
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vermögen in ihnen unendlich grofse Spannkräfte hervorzurufen, der 
Gleichgewichtszustand tritt aber erst nach einer verschwindend kleinen 
Verrückung der Knotenpunkte ein. 

Auch das Fachwerk in 
Fig. 21 (Bogenträger mit zwei 
festen Auflagern f und einem 
beweglichen Auflager h) lälst 
sich auf die in Fig. 22 ver- 
anschaulichte Weise als Drei- 
gelenkbogen von unendlich 
kleiner Beweglichkeit auffassen. 
Bie Scheibe IV bedeutet das 
Widerlager, die Scheibe III spielt die Rolle eines Stabes und bestimmt 
zusammen mit dem das Gleitlager ersetzenden Stabe V das imaginäre 
Eämpfergelenk C, Die in B angreifende Last P^ erzeugt nach Ein- 
tritt der Buhelage unendlich groüse Stabkräfte; hingegen besteht für 
den Belastungsfall in Fig. 21 sofort (d. h. ohne dafs erst eine ver- 
schwindend klehie Bewegung erfolgt) Gleich- 
gewicht; es gibt aber unendlich viele 
Systeme von Spannkräften 5, welche die 
Gleichgewichtsbedingungen erfüllen. 

Nun ist aber zu beachten, dafs die 


Fig. 21. 


C 


B : 


ganze vorstehende Untersuchung an ^^' 
die Annahme starrer Stäbe und ^ 


W\p. 





Flg. 22. 


Widerlager geknüpft ist — eine Vor- 
aussetzung, die in Wirklichkeit nie er- 
füllt wird. 

So werden sich die Längen der Stäbe AB und BC des Fach- 
werks in Fig. 15 um endliche Strecken LI ändern, und es wird selbst 
im Falle starrer Widerlager ein endlicher n^ch unten zeigender Pfeil 

/*= y (Z + A/)^ — V^ entstehen, wofür unter Vernachlässigung von A/^ 


^=>^2ZaT=.^ 


gesetzt werden darf, wenn S die Spannkraft in 4^ '^^'^ BC, F den 
Stabquerschnitt und E die Elastizitätsziffer bedeutet. Da die Winkel, 

PI 
um welche sich die Stäbe drehen, sehr klein sind, darf S==^ H= —- 

2/ 
angenommen werden, womit schliefslich 

3%-: 

_| /P'EF 


H^\ 


o* 
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erhalten wird, d. i. ein Wert, der um so gröfser wird, je gröfser E^ 
d. h. je weniger elastisch der Stab ist. Für den starren Stab ist 
E=oo und jff=oo. 

und ganz in derselben Weise ergeben sich bei den in den Figuren 
16, 19, 20, 21 dargestellten Fachwerken ftlr jeden Belastungszustand 
ganz bestimmte, von den Elastizitätsziffem E und den Querschnittsab- 
messungen abhängige Spannkräfte S^ so zwar, dafs für gewisse Be- 
lastungsweisen diei 8 unendlich grols werden, sobald man die E gleich 
unendlich setzt. 

Erweisen sich nun auch die fraglichen Fachwerke — bei ge- 
nügenden Querschnittsabmessungen — als tragfUhig, so wird es sich 
doch empfehlen, den oben ausgesprochenen Satz: „das Fach werk ist un- 
brauchbar, sobald die Determinante D der zur Bestimntung der Stab- 
kräfte Z«, Zft, . . . . Zm aufgestellten Gleichgewichtsbedingungen yer- 
schwindet^ aufrecht zu erhalten. Ja es empfiehlt sich sogar, diesen 
Ausspruch dahin zu verschärfen, dalüs man das Fachwerk schon als un- 
brauchbar bezeichnet, sobald sich die Determinante D der Null sehr 
nähert. Denn im Falle eines sehr kleinen Z> ist es leicht möglich, dafs 
das Fachwerk infolge geringfügiger Änderungen der Stablängen und 
Verschiebungen der elastischen Widerlager eine Lage durchschreitet, 
welcher D = entspricht. Auch leuchtet ein, dafs bei gewissen Fach- 
werken, z. B. sehr flachen Bogenbrücken, die Vernachlässigung der 
Formänderungen bei Ermittelung der Spannkräfte unzulässig ist. 

4) Wir gehen jetzt zur Untersuchung derjenigen statisch unbe- 
stimmten Fachwerke über, welche sich durch Beseitigung gewisser 
Stäbe und Auflagerkräfte — welche in der Folge überzählig genannt 
werden sollen — in ein statisch bestimmtes und ausschlieÜBlich elastischen 
Formänderungen unterworfenes Stabgebilde (das Hauptnetz) verwandeln 
lassen. Die Stäbe und Auflagerkräfte des Hauptnetzes heüjsen die not- 
wendigen Glieder des Fachwerks. 

Werden die überzähligen Stäbe entfernt und, damit an dem 
Spannungszustande des Fachwerkes nichts geändert werde, die Spann- 
kräfte in den weggenommenen Stäben als äuJDsere Kräfte wieder hinzu- 
gefügt, so ist es möglich, die Spannkräfte in den notwendigen Stäben 
und die notwendigen Auflagerkräfte durch die gegebenen Lasten und 
die unbekannten überzähligen Stabkräfte und Auflagerkräfte auszu- 
drücken. Hierbei können sich nur Beziehungen ersten Grades ergeben, 
weil in den Gleichgewichtsbedingungen alle Kräfte ausschlieTslicb in 
der ersten Potenz vorkommen. Da es nun weiter freisteht, die über- 
zähligen Stabkräfte und Auflagerkräfte als geradlinige Funktionen 
anderer, ebenfalls in der ersten Potenz vorkommender Unbekannten 
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(5) 


darzostellen, beispielsweise als Fnnktionen ihrer Momente, bezogen auf 
gegebene Drehpunkte, so darf man behaupten: 

Sämäiche Spannkräfte S und Auflagerkräfte C eines statisch 
unbestimmten Fachwerks lassen sieh stets auf die Form bringen: 

S=So+ S'X' + s"x'' + s'"x"' + 

c = Co + Cxf + c"x" + C'x"' + 

wobei X'f X" , X!" gewisse, statisch nicht bestimmbare Ghröfsen 

bedeuten, während 8q, S\ S" . . . . , Q, C\ C" .... Werte 
vorstellen, weiche von den Unbekannte X unabhängig sind. Ins- 
liesondere bedeuten Sq und C^ die Spannkräfte und Auflagerkräfte 
des statisch bestimmten Hauptnetzes, in welches das Fachwerk 
übergeht, sobald sämtliche Ghröfsen X verschwinden; sie sind 
geradlinige Funktionen der Lasten P, während die S', S" .... 

C\ C" . . . . von den P unabhängig sind*) 

Beispiel. Der in Fig. 28 dargestellte, bei A, B imd C unverschieblich 
gelagerte Dachbinder wird statisch bestimmt, sobald der Stab EC^ dessen Spann- 
kraft = X sein möge, beseitigt 
wird. In den Enotenponkten E 
und C sind die Kräfte X wieder 
anzubringen. 

um nun die Spannkraft in 
irgend einem Stabe, z. B. in 
LiST, zu berechnen, werde die 
Rittersche Methode ange- 
wendet. Es wird das Fach- 
werk darch einen Schnitt, wel- 
cher aoiser LN nur noch zwei 
Stabe trifft, in zwei Teile zer- -^ ; 
legt An den Schnittstellen i 
werden die inneien Kräfte ^^iSs, 
St der geschnittenen Stäbe als 
äufsere Kräfte angebracht, and 
nun wird für die auf den einen 
der beiden Fach werkteile, z. B. den linken, wirkenden äalseren Kräfte die Glei- 
chung der statischen Momente aufgestellt, wobei, wenn es sich um die Berechnung 
von Si handelt, der Schnittpunkt von 5, und S^ zum Drehpunkte gewählt wird. 
Mit den Bezeichnungen in Fig. 23 ergibt sich 

Xe — Pj Ol — PjOf — 5, r = und hieraus 

r r 

und in gleicher Weise lassen sich die Kräfte S in sämtlichen übrigen not- 
wendigen Stäben als geradlinige Funktionen der Lasten P und der Gröfse X 
darstellen. 
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Fig. 23. 


*) Die Gleichungen 5 gelten für die notwendigen und überzähligen Stäbe 
und Auflagerkräfte. Ist z. B. X" die Spannkraft m einem überzähligen Stabe, 
so entsprechen diesem die Werte: S'o = 0, 5^'=:0, 5" = 1, S'"'=0 u. s. w., 
und es folgt S = X". 
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An Stelle Yon X hätte man auch das auf den EnoteDpunkt B bezogene 
Moment: M = Xd dieser Kraft zu derjenigen statisch nicht bestimmbaren 
GrÖfse wählen können, durch welche die S ausgedrückt werden sollen und 
würde erhalten haben: 


dr 

6) Für die Folge ist es nicht unwichtig, besonders hervorzuheben, 
dafs die mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen hergestellten Be- 
ziehungen (5) zwischen den S, C, P und X für beliebige Werte der 
Lasten P und der statisch nicht bestimmbaren Gröfsen X gültig sind, 
und dafs mithin die teilweise Differentiation von 8 und C beispiels- 
weise nach X' liefert: 

= S' und — -r = C\ 


dX' dX' 

Femer ist zu beachten, dafs S' und C' diejenigen Werte bedeuten, 
welche die Spannkräfte und Auf lagerkräfte annehmen, sobald X* =^ i 
wird, während sämtliche Lasten P und die übrigen statisch nicht be- 
stimmbaren Grölsen: X^'y X'" verschwinden, ein Belastungszu- 

stand, welcher kurz der „Zustand X! =-\^ genannt werden möge. 

Man kann sagen: 

THe durch die Ursache X'= 1 hervorgerufenen Auflagerkräfte 
C' und Spannkräfte S' sind miteinander im Gleichgewichte. 

Ebenso sind die C" im Gleichgewichte mit den S'\ die C''' mit 
den S'" n. s. w. 


V 


§ 2. 

Die Maxwellschen Gleichungen zur Berechnung der statisch 
nicht bestimmbaren GrSfsen X', X" • . • • 

1. Allgemeine Form der Bedingungen fOr die Grölten X* 

Die Längen s der Stäbe eines Fachwerks mögen um Strecken A» zu- 
nehmen, und im Zusammenhange hiermit mögen die Knotenpunkte 
ihre auf ein beliebiges, festes Koordinatensystem bezogenen Lagen 
ändern, wobei: 

Ac = Verschiebung eines Stützpunktes im Sinne der in diesem 
Punkte angreifenden Auflagerkraft C*) 

h = Verschiebung des Angriffspunktes irgend einer Last P im 
Sinne von P. 


*) Ac läTst sich stets als LängeDänderung eines Auflagerstahes auffassen. 
Vergl. Seite 2. 
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Bezüglich aller dieser Verschiebungen wird nnr voransgesetzt, dafs 
sie möglich sind und klein genug, um als verschwindende 
Gröfsen aufgefafst werden zu dürfen. Es gilt dann der Satz 
von den virtuellen Verrückungen (Prinzip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten), welcher aussagt, dafs im Falle des Gleichgewichtes 
der inneren und äuTseren Kräfte die Arbeit der ersteren entgegenge- 
setzt gleich derjenigen der letzteren ist, und es folgt die Gleichung: 

(6) 2P8 + 2C7Ac = SSÄ7, 

welche wir die Arbeitsgleichung des Fachwerks nennen wollen, und 
welche mit den durch die Gleichungen (5) für C und S gegebenen 
Werten übergeht in 

(7) SPS + S ((7o + C'X' + C"X" + ....) Ä^ 

= 2(^0+ S'X* + Ä".r' +....) Ä7; 

sie gilt für beliebige Werte der Lasten P und statisch nicht 
bestimmbaren GrÖfsen X\ X!' .... 

Wir schreiben nun der Gröfse X' den Wert X' = 1 zu, sämt- 
lichen Lasten P hingegen und den übrigen statisch nicht bestimmbaren 
(rröfsen den Wert Null und erhalten die Beziehung 

2C'Ä^ = 25'Ä7, 
und ebenso läfst sich ableiten: 

SC"Ä7=25"Ä^ 
SC7'"Ä7=S6''"As 

Es können diese Gleichungen — mit Hinweis auf die Ausdrucksweise 
am Schlüsse des § 1 — beziehungsweise als die Arbeitsgleichungen für 
die Zustände X' = 1, X" = 1, X!" =1 u. s. w. bezeichnet werden; 
ihre Anzahl stimmt mit derjenigen der Unbekannten X überein, und 
sie ermöglichen deshalb die Berechnung djsr Werte X; man braucht 
sie nur auf die wirklichen elastischen Formänderungen des Fach- 
werks, welche nach einem durch die Erfahrung gegebenen Gesetze von 
den inneren und äufseren Kräften abhängen und mit A«, Ls bezeichnet 
werden mögen, anzuwenden. 

Es ergeben sich dann die Maxwellschen Gleichungen:*) 

SC' Lc = ^S' A« 
2(7"Ac = 2ä'" A« 
2C'"Ac=25^'"A« 


(8) 


*) Vergl. die Geschichtlichen Anmerkungen im Anhang. 
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Sie lassen sich auch mit Beachtung von 


^JK" ' 2A'" . ZX' ' ?X 

in der Form schreiben: 


(9) 




in welcher sie sich anmittelbar ergeben, sobald die Gleichung (6) nach 

allen unabhängigen Veränderlichen X\ X" teilweise differentiiert 

wird nnd hierbei die Verschiebungen 5, Lc^ A.9, sowie die Lasten P 
als Eonstanten betrachtet werden, was bei der Willkürlichkeit dieser 
OrOfsen gestattet ist. Schlierslich werden die virtuellen Formänderungen 

A«, Ac durch die wirklichen A^, Aü ersetzt. 

Für die den Zuständen X' =\, -X"' = 1, X"' = 1 . . . ent- 
sprechenden virtuellen Arbeiten 

2(7' Ac, 2C"Ac, SC?'"A(?, . . . 

der Auflagerkräfte werden wir häufig die kürzeren Bezeichnungen 

anwenden. 

2. Die VersohiebuLxigen A8 tmd Ac. Es werde vorausgesetzt, 
dafs für den Stoff, aus dem das Fachwerk hergestellt ist, eine Pro- 
portionalitätsgrenze besteht und die Beanspruchung innerhalb dieser 
Grenze liegt, eine Annahme, welche bei den hier ausschliefslich in Be- 
tracht kommenden Tragwerken aus SchweiTseisen, Flufseisen und Stahl 
zulässig ist. Sodann wird angenommen, dafs das Fachwerk bei einem 
bestimmten Temperaturzustande vor Einwirkung der Belastung spannungs- 
los sei (Anfangszustand), und dafs sich die An&ngstemperatur eines 
Stabes in allen Teilen desselben um den gleichen Betrag i ändere. 
Bedeutet dann: 

E den Elastizitätsmodul des Stabmaterials, 
F „ Inhalt des Stabquerschnittes, 
e „ Ausdehnungskoeffizienten für ^ = 1, 
so ist erfahrungsgemäis : 

(10) As = -^+e^*. 

wobei, bezogen auf die Tonne und das Meter als Einheiten, und wenn 
t in Celsiusgraden ausgedrückt wird, durchschnittlieh gesetzt wer- 
den darf: 
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für Schwei&eisen 1^=20000000, 6 = 0,0000121, 6^=240 
„ PlnÜBeisen JE? = 21500000, e = 0,0000118, «-&= 250 
„ Flufsstahl ^=22 000000, 6 = 0,0000124, 6J??=270. 
Die Yerschiebnngen Ac der Stützpunkte hängen von der Form, 
der Elastizität, der Belastung und der Temperaturänderung der das 
Fachwerk stützen- 
den EOrper ab; sie 
lassen sich fast nie 
mit Sicherheit an- 
geben und werden 
meistens gleich Null 
gesetzt oder ge- 
schätzt. Besitzen 
unbeabsichtigte 
Störungen der 
Stützlage einen 
grölBeren Einflufs jig 24. 

auf den Spannungs- 
zustand eines Fachwerks, so darf dieses nur bei sicherer Stützung aus- 
geführt werden. Beispielsweise sind kontinuierliche Balken und Bogen- 
träger ohne Gelenke bei unsicherem Baugrunde zu verwerfen. 

Im Falle starrer und reibungsloser Widerlager lauten die Be- 
dingungsgleichungen, denen die statisch nicht bestimmbaren Gr5£sen X 
zu genügen haben: 

(11) SS''A« = 0; Sä"A« = 0; u. s. f. 



8. Beispiel aur Erläutertmg der allgemeinen Theorie. Der 

in Fig. 24 dargestellte Dachbinder sei bei Ä und B fest gelagert und 
werde bei E und F 
durch Säulen ge- 
stützt, welche am 
Kopfe und am Fufse 
reibungslose Ge- 
lenke besitzen. 

Alle Verschie- 
bungen mögen auf 
das durch Ä und B 
gelegte feste Ko- 
ordinatensystem 
{x^ y) bezogen werden. Nachgeben der Widerlager verursachte eine 
Vergrülserung der Stützweite Z um A{ und Senkungen der Stütz- 
punkte E und F und h' bezw. h". Die Lasten P seien beliebig ge- 



Fig. 25. 
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richtet; die senkrecbten Seitenkräfte der Stützendrücke an den Enden 
seien = A nnd = By die wagerechten = C nnd = Z> ; die Sänlen üben 
die Gegendrücke X' nnd X" ans. 

Beseitigung der beiden Mittelstützen führt zu dem statisch be- 
stimmten Hauptnetze, Fig. 25 (Bogen mit 8 Gelenken), dessen Auf- 
lagerkräfte Jq 9 "^0 * ^0 f ^0 ^^<^ Stabkräfte S^ sich leicht berechnen 
lassen. (Zeichnen eines Kräfteplanes oder Anwendung der Bitterschen 
Methode.) 

Werden alle Kräfte P und auch X" = gesetzt, währen d X' = 1 
angenommen wird, so entsteht der in Fig. 26 dargestellte Belastnngs- 
zustand mit den Auflagerkräften 

A'=l^y BT = 1-- und C' = D'=i ^ 


l 


l 


2Ä*) 



Fig. 26. 


und den leicht zu berechnenden Spannkräften S'\ wir nennen ihn kurz: 
Zustand X' =\. Verschwinden die Kräfte P und X\ während X'' = 1 



Fig. 27. 


wird, so entsteht der Belastungszustand Fig. 27 (Zustand X!' 
mit den Auflagerkräften 

^ B"=l-^-, c" = D"=i ^ 


= 1) 


A"=l 


l ' 


l 


2h 


und den Spannkräften S". 


*) Folgt aus der Momentgleichung für Punkt O: 
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Für das statisch nnbestimmte Fach werk in Fig. 24 ergibt sich nan 


a) 




d' 


X' 




c=a 


2h 


X' 


2h 


X",. 


.rt 


D = D^ — ^X'—4tX'' und 
2h 2h 

Die Gleichungen zur Berechnung von X' und X" werden durch 
Anschreiben der Arbeitsgleichungen für die Zustände X' = 1 und 
X*' •= \ erhalten. Im ersteren Belastungsfalle (Fig. 26) leistet die 

d 
Auflagerkraft D die virtuelle Arbeit D •AZ= 1- — AZ und die in 

E angreifende Kraft 1 leistet, da sich Punkt E und h' senkt, die 
Arbeit ( — 1 •&'); es ergibt sich daher: 

2h 
während für den Belastungsfall in Fig. 27 in derselben Weise die Gleichung 

— 1-8" + ^^^ = 2ä"A« 
' 2h 

gewonnen wird. Drückt man A« nach Gleichung (10) aus, so folgt: 


I 1- zts I und 

2Ä \EF ^'''V 


8' + -— A/ = 25 


d ^ „ ^ Ss 

— AZ = Sä"(-^ 
2Ä \EF 


— *" + 7rrAZ = SÄ 


+ ttsj 


Wir wollen E, e und t für sämtliche Stäbe konstant annehmen und 
die vorstehenden Gleichungen mit einer beliebigen Querschnittsfläche Fe 
multiplizieren. Drücken wir dann noch S nach der letzten der Glei- 
chungen (I) aus und setzen zur Abkürzung 

F 


8 


8 


F' 


so erhalten wir: 

EF. 


(11) 


( 


2h 


tkl 


■•)- 


tEtF.'S.S'a 


= 2SoS'«' + X'SS'a' + Z"SS'S"«', 
EF, (^~ M — 8") — s EtF,'2.S"s 

= SSo S"8 + X"S,S'S"8 + X"'S,S"\'. 
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Die Mnitiplikation mit Fe ist zu empfehlen, sobald, was meistens 
der Fall sein wird, mehrere Stäbe des Fachwerks denselben Querschnitt 
erhalten; setzt man dann F^ gleich der am häufigsten yorkommenden 

Fe 
Querschnittsfläche, so erhält man möglichst viele Verhältnisse^ = 1. 

Stimmen für eine gröfsere Anzahl von Stäben sowohl Länge als Quer- 

F 

schnitt überein , so kann man Fe so annehmen , daTs 8=8 —^ durch 

F 

eine runde Zahl ausgedrückt wird. 

Sollen nun die Gleichungen (II) für einen bestimmten Fall der 
Anwendung aufgelöst werden, so müssen gewisse Voraussetzungen über 
die Oröfse der Verschiebungen 5', h" und A/ gemacht werden. Lehnt 
sich der Dachstuhl bei Ä und bei B gegen gemauerte Widerlager, so 
wird in der Begel AZ=0 angenommen. Weiter wird meistens die 
Zusammendrückung des Baugrundes und der Säulen-Fundamente (weil 
schwer anzugeben) Ternachlässigt, so dafs h' und h" gleich sind den 
Verkürzungen der Säulen infolge der Drücke X' und X^^ vermindert 
um die Verlängerungen derselben infolge einer Erhöhung der Tempe- 
ratur. Ist also 

Eq = Elastizitätsmodul des Säulenmaterlales, 

So = Ausdehnungskoeffizient für i = 1°, 

Fq = Inhalt des Säulenquerschnittes, 

8q = Länge einer Säule, 
so ergibt sich 


8' = ^-^ — eo^^o ^nd 8" = -— ^ — eo««( 
und es gehen die Gleichungen (II) über in 

FJ [So Es, — e^2S'8] = S5o S's + X' [^^ s, + SS'*'] 

F.t [So Es, — ^E^S"s-\ = 25o S'^s + X" [-|^ s, + SS"^] 

+ jr2S'Ä"/; 
sie enthalten jetzt nur noch die unbekannten X' und X!' . 

Die Durchführung der Bechnung in Zahlen erfordert natürlich, dafs 
alle Querschnittsinhalte (deren Bestimmung in der Regel das Ziel einer 
statischen Berechnung ist) bekannt sind; es müssen also diese Inhalte, 
sobald es sich um ein neu zu entwerfendes Fachwerk handelt, zunächst 
abgeschätzt oder mit Hilfe von angenäherten Bechnungsmethoden er- 
mittelt werden. 

4. Zahlenbeispiel. Es ist der Horizontalschub X des in Fig. 28 
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dargestellten, bei Ä und B fest gelagerten Bogenträgers zu berechnen. 
Stutzweite 20 m, Feld weite 2 m. Die unteren Knotenpunkte liegen auf 
einer Parabel, deren Pfeil =2,5 m ist; die obere Gurtung ist gerad- 
linig; Hohe der Endvertikale = 3 m. Die Knotenpunktslasten sind = 1 1 
bezw. 0,5 t. Die in Fig. 28 an die Stäbe gesetzten Zahlen geben 
links von der Mitte die Stablängen in cm an und rechts von der Mitte 
die Inhalte der Querschnitte in qcm. 

Im Falle X = entsteht ein statisch bestimmter Fachwerkbalken, 
dessen Spannkräfte S^ mit Hilfe eines Kräfteplanes ermittelt und in 
der nachstehenden Tabelle zusammengestellt worden sind. Sodann sind 
in Fig. 29 diejenigen Stabkräfte 8' eingetragen worden, welche tätig sind, 



Flg. 28. a. 29. 

sobald in A und B zwei auswärts gerichtete, wagerechte Kräfte^l auf 
das im übrigen unbelastet und gewichtslos gedachte Fachwerk wirken. 
Aus den Werten Sq und S' ergeben sich die Spannkräfte: (J)8=^Sq — ^ X. 
um X zu berechnen, schreiben wir die Arbeitsgleichung fdr den Be- 
lastungszustand in Fig. 29 an; sie lautet, wenn sich l um AZ TergröÜBert : 

(II) l.AZ = S5'A« 
und geht mit 

über in 

(in) Az = s-^ + S6<sV 

Werden E und e für alle Stäbe gleich grols angenommen, und wird 
die Torstehende Gleichung mit der beliebigen Querschnittsfläche F«. mul- 
tipliziert, so geht sie, mit der Abkürzung 


s 


F' 
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über in 

und liefert 

^S'SqS + &EF,^tS's — EF,M 


(IV) X- . 

. 25'/ 


Die Belastung erzengt für sich allein 


(V) x=^^^ 


./ / 


25«' 
In der folgenden Tabelle sind die den einzelnen Stäben entsprechen- 

den Werte S'Sqs' und S's', bei deren Berechnung F<. = 100 qcm an- 
genommen wurde, zusammengestellt worden. Es ergibt sich für die 
eine Hälfte des in Bezug auf die Mitte symmetrischen Trägers 

25'5os'= 1982,78, 25'/ = 224,50, 

mithin ist 

,^ 1982,78 

X = - = 8,8 t und 

224,50 

o =^ öq — 8,8 o , 
also beispielsweise für die erste Diagonale 

S = 6,22 — 8,8 . 0,62 = 0,76 t. 
Werden die Knotenpunktslasten 1 t und 0,5 t beziehungsweise durch P 
und 0,5 P ersetzt, so entsteht X= 8,8 P und dieser Wert bleibt gültig, 
wenn man sämtliche Querschnittsflächen mit ein und derselben Zahl 
multipliziert, so dafs es bei der Berechnung des durch die Belastung 
erzeugten Horizontalschubes H eines zu entwerfenden Fachwerkbogens 
nur darauf ankommt, das gegenseitige Verhältnis der Querschnittsflächen 
abzuschätzen. 

Der durch eine Erhöhung der Temperatur hervorgerufene Horizon- 
talschub möge unter der Voraussetzung eines konstanten t berechnet 
werden; er ergibt sich nach Gleichung (IV): 

eEFj:^S's 


X 


25''? 


und, wenn für SchweiTseisen &E= 240 (bezogen auf die Tonne und das 

Meter) gesetzt und < = 40° C. angenommen wird, mit Fe= 100 qcm 

= 0,01 qm, 

^ 240-0,01.40 25'5 ^«,,^„/ 

X= -^ =0,214 25 Ä. 

2 . 224,50 

Um den Wert 25'«, welcher sich über den ganzen Träger erstreckt, 
schnell zu berechnen, beachte man, dafs in der Arbeitsgleichung (II) 
unter AZ und Is beliebige, aber mögliche und genügend kleine Ver- 
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schiebnngen verstanden werden dürfen. Solche mögliche Verschiebungen 
entstehen unter anderem, wenn das Fachwerk eine der früheren Form 
ähnliche Form annimmt, wenn sich also s um os nnd l um ol ändert, 
unter q eine Konstante verstanden. Gleichung (II) geht dann über in 



5 

F 

F. 
' ' F 

S' 

S'} 

-^0 

SoS's 

q 

2,00 

40 

5,00 

— 0,43 

0,92 

— 4,29 

9,22 

f 

2,00 

60 

3,34 

-1,14 

4,36 

— 11,43 

43,39 

O 

2,00 

80 

2,50 

— 2,33 

13,57 

— 23,33 

135,90 

0) 

2,00 

100 

2,00 

— 4,00 

32,00 

— 40,00 

320,00 

43 

o 

2,00 

100 

2,00 

— 5,00 

50,00 

— 50,00 

500,00 

a 



2,19 

120 

1,83 

+ 1,10 

2,21 





i 

2,12 

106 

2,00 

+ 1,50 

4,50 

+ 4,54 

13,62 


2,06 

100 

2,06 

+ 2,21 

10,06 

+ 11,77 

53,58 

2 

2,02 

100 

2,02 

+ 3,87 

22,94 

+ 23,57 

160,45 


2,00 

100 

2,00 

+ 5,00 

50,00 

+ 40,05 

400,50 

ri4 

2,90 

50 

5,80 

+ 0,62 

2,23 

+ 6,22 

22,37 

"3 

2,44 

50 

4,88 

+ 0.87 

3,69 

+ 8,71 

36,98 

a 
gl 

2,19 

50 

4,38 

+ 1,30 

7,40 

+ 13,03 

74,19 


2,09 

50 

4,18 

+ 1,74 

12,66 

+ 17,42 

126,70 

►H 

2,06 

50 

4,12 

+ 1,03 

4,37 

+ 10,30 

43,71 


3,00 

50. 

6,00 

— 0,45 

1,22 

— 5,00 

13,50 

d 

2,10 

50 

4,20 

— 0,50 

1,05 

— 6,00 

12,60 

.24 

1,40 

50 

2,80 

— 0,54 

0,82 

— 6,36 

9,62 


0,90 

50 

1,80 

— 0.50 

0,45 

— 6,00 

5,40 


0,60 

50 

1,20 

— 0,25 

0,08 

— 3,50 

1,05 


m 

qcm 

m 

25'} = 

= 224,50 

:2SoS'8 — 

: 1982,78 


25's = /, 


sie liefert 

und es folgt somit: 

X= 0,214. 20 = 4,3 t. 

Eine durch Nachgeben der Widerlager entstandene Vergröfserung 
der Stützweite um AZ bedingt nach Gleichung (IV) den Horizontalschub 
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Y— EF,M_ 20000 000-0,01 
~ V c'^' ~ 2 . 224,5 


und beispielsweise für A^ = 1 cm = 0,01 m: 

X= — 4,5 t. 


§ 3. 

Yerschiebungeii der Knotenpunkte eines Faehwerks. 

Allgemeine Untersuehnngen. 

Werden die Knotenpunkte des Fachwerks mit 1, 2, 3 ... m .... n 
bezeichnet und die in denselben angreifenden Lasten mit P^, P^, 
^3> • - • "Pm • • • • Pi»9 80 lautet die in § 2 angestellte Arbeitsgleichung (6): 

(12) Pi Si + A »2 +^^8 »8 + . • . + i'- 8- + . . . • ^- 5- 

-|-2CAc = S6'A«; 

sie gilt für beliebige mögliche Verschiebungen 8, A(; und A« und für 
beliebige Werte der Lasten P und liefert unmittelbar die durch be- 
stimmt« Ac und A» hervorgerufene Verschiebung S«, des Knotenpunktes m) 
im Sinne von P^, sobald P^ bis P«_i und Pm+i bis P„ gleich Null 
gesetzt werden, während P„ = 1 angenommen wird. Da nun aber 
die Gleichung (12) bei statisch unbestimmten Fachwerken auch für be- 
liebige Werte der statisch nicht bestimmbaren GröDsen X gültig ist, 
80 wird es sich empfehlen, sämtliche X gleich Null zu setzen, d. h. ) 
man wird, um die durch irgend einen, kurz mit L bezeichneten 
Belastungszustand erzeugte Verschiebung h^ zu berechnen y die 
Arbeitsgleichung für das durch P^ = 1 belastete, statisch be- 
stimmte Hauptnetz anschreiben und in diese Gleichung die dem 
Belastungszustande L entsprechenden Verschiebungen Ac und As 
einsetzen. 
Hierbei ist es ganz gleichgültig, in welcher Weise das statisch 
bestimmte Hauptnetz gebildet wird. Dafs dies auf verschiedenartige 
Weise geschehen kann, geht daraus hervor, dafs bei der Auswahl der 
als statisch nicht bestimmbar aufzufassenden Gröfsen — innerhalb ge- 
wisser Grenzen — nach Willkür verfahren werden darf. 

Auch ist hervorzuheben, daüs bei der Berechnung der Knotenpunkts- 
verschiebungen h andere Hauptnetze gebildet werden dürfen, wie bei 
der Berechnung der Spannkräfte. 

Zahlenbeispiel. Es wird die Senkung h^ des Knotenpunktes 8 
des in Fig. 80 dargestellten, statisch bestimmten Fachwerkträgers ge- 
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Sucht. Die Knotenpunktlasten sind 8 t und 4 t. Stützweite = 12' m, 
Trftgerhöhe = 4 m , Feldweite = 3 m , Länge einer Diagonale =^5 m. 
In Fig. 80 sind die Spann- 
kräfte S zusammengestellt wor- 
den; die ihnen entsprechenden 
Änderungen der Stablängen 
sind, wenn die Anfangstempe- 
ratur erhalten bleibt, 

Ss 


ls = 


EF 



Fig. 30. u. 81. 


Fig. 31 gibt diejenigen Spann- 
kräfte @, welche entstehen, so- 
bald im Knotenpunkte 3 nach 
der Richtung der gesuchten 
Verschiebung (d. i. also im vor- 
liegenden Falle senkrecht) eine 
Last 1 angreift. Die Arbeits- 
gleicbung lautet für diesen 

Belastungszustand 

1 .83 =S@- Aä, 

sie gilt für beliebige zusammengehörige Werte h^ und A«, und liefert 
insbesondere die dem Belastungsfalle in Fig. 30 entsprechende Senkung 63, 
sobald die für diesen Belastungsfall berechneten tks eingesetzt werden. 
Bei konstantem E folgt: 

_^@S«__1_ ©55 

" ' EF~ E F ' 


'3 


Die den einzelnen Stäben entsprechenden Produkte 


SSs 


sind in der 


Tabelle auf Seite 34 zusammengestellt worden. Man findet 

3^=822 
F 

und, wenn für Schweifseisen ^=2000 t für das qcm gesetzt wird, 

822 

= 0,4 cm. 


8 = 


2000 


Beispiel 2. Es soll die Senkung 5 des Scheitels G des in Fig. 24 
auf Seite 25 dargestellten Dachbinders ermittelt werden. 

Nachdem die statisch nicht bestimmbaren GrÖfsen X' und X" nach 

der in § 2 gegebenen Anleitung berechnet und die Spanokräfbe S=Sq 

+ S'X' + 6'"-Y" ermittelt worden sind, werden die wirklichen Längen- 

Ss 
änderungen ls = —-—-\-&ts für sämtliche Stäbe, sowie etwaige Ver- 

EF 

Schiebungen der Stützpunkte febt gestellt. 

Müller-Brealau, Die neueren Methoden der FestigkiilBlchre. 3 
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Tabelle sum Zahlenbeispiele auf Seite 82. 


Stab 

s 

8 

F 

@ 

ess 

F 

0-1 

. — 13,75 

500 

30 

- 0,625 

143 

— 2 

+ 8,25 

300 

15 

+ 0,375 

62 

1 — 2 

+ 8,00 

400 

10 





1 — 4 

— 10,50 

600 

20 

— 0,750 

24 

1—3 

+ 3,75 

500 

10 

+ 0,625 

117 

2 — 3 

+ 8,25 

300 

15 

+ 0,375 

62 

3-4 

+ 6,25 

500 

10 

+ 0.625 

195 

3 — 5 

+ 6,75 

300 

15 

+ 0,375 

51 

4 — 5 

+ 4,00 

400 

10 

+ 



4-6 

— 11,25 

500 

30 

— 0,625 

117 

5-6 

+ 6,75 

300 

15 

+ 0,375 

51 


Tonnen 

cm 

qcm 

. Tonnen 

S®;-'-822 


Hierauf virird das statisch bestioamte Hauptnetz (Fig. 32) mit der 
in O angreifenden Kraft 1 belastet. Es entstehen die Auflagerkräfte 

1 . _ _ ^ 


Ä = B = 


und C = Z> = 1 


2/1 
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sowie gewisse, leicht bestimmbare Spannkräfte ®, and es lautet die 
Arbeitsgleichnng 

2h 
sie gilt für beliebige zusammengehörige h und A«. Setzt man also die 
wirklichen (dem Belastnngszustande in Fig. 24 entsprechenden) Form- 
änderungen XI nnd Xs ein, so erhält man auch die wirkliche Senkung &. 
Wird die wagerechte Verschiebung 5' des Punktes O gesucht und 
hierbei i' positiv angenommen, sobald sich G nach rechts verschiebt, 
so ist das statisch bestimmte Hauptnetz mit einer nach rechts gerich- 
teten Kraft 1 zu belasten (Fig. 33). Diese erzeugt die Auflagerkräfte 

A' = i ' — , abwärts gerichtet*), 

h 

B' = 1 - -— , aufwärts gerichtet, 

sowie Spannkräfte ®', und es ergibt sich die Arbeitsgleichung 

1-8' — D' ' Xl = S@' A«, aus welcher 

erhalten wird. 

Beispiel 8. Gesucht sei die Senkung &«, des Knotenpunktes m 
der MittelOffiiung eines kontinuierlichen Fachwerkträgers mit 4 Stütz- 
punkten (Fig. 34). 

Nachdem für den vorgeschriebenen Belastungsfall die Spannkräfte 
S ermittelt worden sind, wird der Teil des Fachwerks, welchem der 
Knotenpunkt m angehört, statisch bestimmt gemacht. Dies geschieht 
am zweckmäfsigsten durch Beseitigung der beiden Stäbe L N und B T. 
Der Trägerteil C^ Cg ist jetzt als ein einfacher Balken aufeufassen 
(Fig. 34); er wird im Punkte m mit der senkrechten Kraft 1 belastet, 

h a 

und hierauf werden die Auflagerkräfte 1 — und 1 — und die Spannkräfte 

€ berechnet. Schliefslich wird die Arbeitsgleichung 

1-8^ = 2@A« 
angeschrieben; sie liefert, wenn für A^ die wirklichen Änderungen 

*) Es ist B' gleich aber entgegengesetzt A\ damit die senkrechten Kräfte 
im Oleichgewichte sind. Sodann verlangt das Gleichgewicht gegen Drehen: 

^'; = 1 . Ä , woraus -4' = 1 -y- • Schliefslich folgt C = A' cotg « = -7 07- 

==— und ebenso 2)'=: — , weil die Mittelkraft Ki aus A' und C\ desgl. K^ 

aus B' und D' durch den Punkt G gehen muis. 

3* 
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der Stablängen gesetzt werden, die wirkliche senkrechte Verschiebung 
des Punktes m gegen die fest gedachte Gerade C^C,. Senken sich die 



l< — n, ►^ — ^ ^ 


Fig. S4&, b, c. 


Stützpunkte Cj und^C, bezw. um h' und 8", so ist zu 8« noch der 
durch die Fig. 34 nachgewiesene Betrag . 


hinzuzufügen. 




§ 4. 


Die Blegrmigspolygoiie fftr ebene Fachwerktrftger. 

1) Trägt man die (nach unten positiv gezählten) senkrechten Ver- 
schiebungen .... 8^_i, 8«, ^m+i der Knotenpunkte . . . . m — 1, 

m, m-}- 1 einer Gurtung A B eines in einer lotrechten Ebene 

gedachten Fachwerks von einer wagerechten A' B' aus als Ordinaten 
auf und verbindet die Endpunkte derselben durch gerade Linien, so 
erhält man das der gegebenen Belastung entsprechende Biegungs- 
polygon der Gurtung AB (Fig. 35b). Es läfst sich bestimmen, 
sobald die Längenänderungen der Gurtstäbe und die Änderungen der 
von je zwei aufeinander folgenden Gurtstäben gebildeten Winkel, welche 
wir kurz die Bandwinkel nennen und = ^ setzen wollen, bekannt sind. 

Die Fläche zwischen dem Biegungspolygone und der zugehörigen 
Abscissenachse möge die Biegungs fläche der Gurtung heilüsen. 

Wir betrachten zuerst das 
Biegungspolygon einer unteren Ghirtungy bezeichnen 

mit 9» und s^+i die Längen der einem Knotenpunkte m benach- 
barten Gurtstäbe, 
„ Y^ und Y«+i die von der Wagerechten durch das linke Stabende 
aus nach unten positiv gezählten Neigungswinkel dieser Stäbe, 
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mit Cm and c„ + i die senk- 
rechten Projektionen 
von s^ und 5« + i, 

„ X« undX„+i die wage- 
rechten Projektionen 
von Ä« nnd «„,+1, 

j, A^, Ay» ^<^) AX die 
Änderungen von s, y, 
c und X, und erhalten 

Wird die Gleichung 
<•- = «m sin Y« 
differentiiert und hierbei 
das Differentialzeichen d 
durch das Zeichen A er- 
setzt, so folgt: 

Ac„= A^^siny« 
+ ««cosy«Ay« 
und nach Division durch 
X». = »^co8 Y«: 
Ac^ A5« 

und ebenso ergibt sich 



Fig. 35 a, b, c. 


^m+ 1 


Sm+ 1 


<^T«+i +^T-.+ i» 


80 dafs 


~V"^^'^~r^^^'y'"~ /""^^ ^^Tm + i + ^T^. — ^Tm + i 


wird. 


Nun ist aber 
X + Y- — Y-. + 1 = 180 % mithin A^« +■ Ay« — Ay.+ i = 0, 
und es entsteht, wenn die Ac durch die 5 ausgedrückt werden: 
5m — S^-i 8^+1 — 8« As. As 




'*m +1 *m 


•m+1 


s 


^^'Y« 


+ 1 


A^.. 


m + l 


Bezeichnet man zunächst für den Temperaturzustand ^ = mit 

a^ = ^ = ^E und a.,,=|^=^^-^ 


^m 


•^-+1 


'« + 1 


die Spannungen in den Gurtstäben s^ und s^ + j und setzt zur Ab- 
kürzung 

(13) «-„ = ^<yY- — ^/«?T™+i— AX, 
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so folgt die Gleichung 


(14) 


S« 5«_i 8m+l ^m 


'''«. 


^m+1 


welche eine einfache Deutung zulfiiÜBt. 

Wird ein Balken A'B' (Fig. 35c) durch senkrechte Lasten 

Pm— i> Pmi ^m+i ) welche in Abständen .... X^* X^+i • • • • 

wirken, beansprucht, so besteht zwischen den Querkräften Q«, und Qm+n 
welche bezw. innerhalb der Strecken X^ und \m+i konstant sind, die 
Beziehung 

Bedeuten nun .... Hm-n M^, M^+i • • . . die Biegungsmomente für 

die durch die Angriffspunkte der Lasten -Pm-i. Pm^ Pm + i - - • 

gelegten Balkenquerschnitte, so ist 


Qm = ;^ und ^^+1 = -' 


und es folgt: 


^m 


M« — M«_i M« + i — M« 


^« + 1 


- = p».*) 


Vergleicht man diese Beziehung mit der Gleichung (14), so ist 
ersichtlich, dafs man das Biegungspolygon einer Fachwerks- 
gurtung auffassen darf als das Momentenpolygon eines 

Balkens A'B\ welcher durch Lasten . . . M^m_i, tv^, w^+i 

beansprucht wird (Fig. 35b). 

Sind insbesondere die Verschiebungen des ersten und des letzten 

Knotenpunktes (o und n) der 

^ -^ ^ — Gurtung gleich Null, wie dies 

in der Fig. 35b vorausgesetzt 
worden ist, so ist der Balken 
A' B' ein einfacher, d. h. an den 
Enden frei aufliegender. 

Handelt es sich um das 
Biegungspolygon einer Gurtung 
ABf deren Endknotenpunkte sich 
um Strecken h und h'' senken 
(beispielsweise der Gurtung des 
Mittelfeldes eines kontinuierlichen Trägers mit verschieblichen Stütz- 
punkten, Fig. 36), so setze man zuerst 5' und h" gleich Null, berechne 

*) Die Querkraft Q ist hierbei als Mittelkraft der auf das Balkenstück links 
vom betrachteten Querschnitte wirksamen äuüseren Kräfte aufgefafst und positiv 
angenommen, wenn aufwärts gerichtet. M bedeutet das Moment von Q^ be- 
zogen auf den Schwerpunkt des betrachteten Querschnitts als Drehpunkt, und 
wird positiv gesetzt, wenn es rechts drehend ist. 



Fig. 36. 
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also das den Lasten w entsprechende Momentenpolygon A' LB eines 
einfachen Balkens ä' B' nnd füge schliefslich zu den Ordinaten dieses 
Polygons die Ordinaten der Geraden ä" p'\ welche durch A' A' =8 
und 5'^"= 8" gegeben ist. Die in der Fig. 36 schraffierte Fläche 
ist die gesuchte Biegnngsfiäche. Für das 
Bieerungspolygon einer oberen Gnrtong ergibt sich, wenn 

ßjt und ßit+i cli® von der Wagereehten durch das linke Stabende 

aus nach oben positiv gezählten Neigungswinkel der Gurtstäbe 

«fc und 8ic^i 
bedeuten (Fig. 35a), in gleicher Weise 

8t — 8;t_, 8;t+i — \ 

wobei 

(15) «», = ^' tgf>,^ i — -|- tgf,, + A *, 

ist. Der durch die Lasten tcj, beanspruchte Balken A' B\ dessen Mo- 
mentenpolygon mit dem gesuchten Biegungspolygone übereinstimmt, ist, 
wie vorhin, als ein an den Enden frei aufliegender anzusehen, sobald 
der erste und der letzte Knotenpunkt der betrachteten Gurtung keine 
senkrechten Verschiebungen er&hren. Handelt es sich nun beispielsweise 
um die obere Gurtung eines Fachwerkträgers mit Endvertikalen (Fig. 35 d), 
so hat man nach Aufzeichnung des Momentenpolygons A'CB' für den 
an den Enden freiliegenden Balken A' B\ zu den Ordinaten dieses Po- 
lygons noch die der Geraden A" B" zu addieren, wobei die Strecken 

A' A" und B' B*' gleich den Verkürzungen 8« bezw. 8,, der End ver- 
tikalen zu machen sind. 

Will man die Senkungen der Knotenpunkte C, Z), E^ F der oberen 
Gurtung einer Mittelöffhung eines kontinuier- 
lichen Balkens bestimmen (Fig.. .36), so betrachte 
man das Polygon ACDEFB als obere Gurtung 
und die Stützpunkte A und B^ deren Ver- 
schiebungen stets gegeben sind, bezw. als An- 
fangs- und Endknotenpunkt. 

Bei einem Fachwerke mit Vertikalen 
(Fig. 37) findet man nach Bestimmung des 
Biegnngspolygones der unteren Gurtung das- 
jenige der oberen (oder umgekehrt) mit Hilfe der Beziehung 

8„ — 8fc= AÄ, 
wobei 8„ = Senkung des unteren Knotenpunktes m, 
hj, = Senkung des oberen Knotenpunktes k^ 
AÄ= Verlängerung der die beiden Punkte m und h verbinden- 
den Vertikale. 
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Berechnung der A^m« Wir beschränken uns in diesem Buche 

auf die Behandlung des Falles, in welchem das 
Fachwerk durch Aneinanderfttgung von Drei- 
ecken erzeugt werden kann. Es setzt sich dann 
jeder Winkel ^ aus einzelnen Dreieckswinkeln 
zusammen, und es genügt, die Berechnung der 
Änderung eines solchen zu zeigen. 

Sind a^, a^, a^ die Seiten eines Dreiecks und 
<^i? <^2' ^8 ^^^ ihnen gegenüberliegenden Winkel, 
und bedeutet h das Lot von A auf a^ , so folgt : 

^1 = a^ cos Oi^ -\- «3 cos otg 
und hieraus durch Differentiieren : 
Aa^ = Aog cos ocj — a^ sin ttj Aa^ + ^^fg cos aj — a^ sin ocg AOg 



Fig. 88. 


Aa 


Xa 


= «2 ^^8 ötj -| • ag cos otg — '' (^ otg -f- A ttj). 


a 


2 


«8 


Nun ist aber a^ + 04 -f" ttj = 180° also Aa^ -|- Aa^ + Attg = 
und A aj + A a^ = — A a^ , femer ist ag cos a^ = // cotg ol^ und 
a^ cos a, = ^ cotg ot^, weshalb sich ergibt: 


Atti = 


Aa^ 


flt 


a. 


h 


cotg a« cotg (Xg. 

^8 


a, 


Bezeichnet man mit a^, a^, c^ die Spannungen in den Stäben a^, «g, a, 

und setzt die Temperaturänderung 
/ = voraus, so ist 



A«! 

«1 

^1 

Aa^ cJg 


AOg 

«8 

E 

Beachtet 

man noch 

«1 

L 

— cotg 

a, + cotgag, 
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SO findet man, wenn E konstant ist, zur Berechnung der durch die 

Spannungen a hervorgebrachten Winkeländerung die Gleichung 

(16) EXd^ = (Cj — (jg) cotg ttg + (ai — Gg) cotg ttg. 

Für die Änderung des Winkels ^ in Fig. 39 ergibt sich z. B. mit 

den an die einzelnen Stäbe geschriebenen Spannungen a die Gleichung: 

(16a) ^A^ = ((Jg — Ol) cotg ttj + ((jg — Cg) cotg Og + (a^ — ag) cotg Og 

+ (^4. — ^5) cotg a^ + (Cg — (J5) cotg ttg 4-(a6 — a^) cotg Og. 

Sollen Temperaturänderungen berücksichtigt werden, so ergibt 

sich die Änderung A^ einer Stablänge 8 aus 

As S , a . 1 . . ^x 

(a + &Et)', 


s 


S . a , 

FE ' E ^ 


E 
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es treten alsdann in den Gleichungen (13) bis (16) an die Stelle der 
Spannungen <7 die Werte a -{- sJ?^. 

Zahlenbeispiel. Es soll das Biegnngspolygon für die untere 
Gurtung des in Fig. 40 dargestellten Schwedler-Trägers berechnet 



Fig. 40. 

werden. Material: SchweiTseisen. Jeder untere Knotenpunkt ist mit 
11,39 t, jeder obere mit 1,33 t belastet. In Fig. 40 geben links von 
der Mitte die nicht eingeklammerten Zahlen die Stablängen in cm an 
und die eingeklammerten Zahlen die Querschnittsinhalte F in qcm ; die 
Zahlen rechts von der Mitte sind gleich den Spannkräften in Tonnen. 
In Figur 41 bedeuten die an die Stäbe geschriebenen Zahlen die 



-*<?,7/ JT) -tojt 


I 

I 


Fig. 41. 


in Tonnen für das qcm ausgedrückten Spannungen; die in die Winkel 
gesetzten Zahlen sind gleich den Kotangenten der Winkel. 

Es ergeben sich folgende Werte für die den unteren Randwinkeln 
entsprechenden Produkte ^A^^: 

J&A^, = (— 0,68 — 0,7 1) 1,38 + (— 0,68 + 0,28) 0,75 + (0,48 
+ 0,28) 0,75 + (0,48 — 0,71) 1,33 = — 1,88 
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E^% = (—0,28—0,48) 0,75 + (—0,69 — 0,48) 0,66 -f (—0,69 

— 0) 0,39 + (0,51 — 0) 1,11+ (0,5 1 — 0,65) 0,90 = — 1,1 7 
Eä%=(0 — 0,51) 1,11 + (— 0.72 — 0,51) 0,68 + (— 0,72 

+ 0,04) 0,14 + (0,53 + 0,04) 1,25 + (0,58 — 0,71) 0,8 

= —0,93 
E^\ = (— 0,04 — 0,53) 1,25 + (— 0,68 — 0,53) 0,8 + (0,27 

+ 0,06) 1,25 + (0,27 — 0,73) 0,8 = — 1,64 
^-A^a = ((— 0,06 — 0,27) 1,25 + (— 0,7 1 — 0,27) 0,8}2 

= — 2,89. 
Da die untere Gnrtnng wagerecht ist, so folgt aas der Gleichung (13): 

M?« = AX. 

Berechnet man also das Momentenpolygon fUr einen einfachen, an 
den Enden frei anfliegenden Balken A'B\ Fig. 40, welcher durch die 
Einzellasten 

— El\ = 1,88, — E^% = ^17 n. s. w. 
beansprucht wird, so sind die Ordinaten M dieses Polygons gleich den 
mit E multiplizierten Durchbiegungen h, Ist die Feldweite X konstant, 
so darf man bei der Berechnung der Momente M fdr den Balken AB' 

Eh 
die Annahme X = 1 machen, und erhält dann M = — r— • 

Es ergibt sich: 

Ml = 6,815, M, = 11,750, Mg = 15,515, M^ = 18,350 

und Mj = 19,545,*) 

und es folgen nun, wegen X = 400 cm und E = 2000 t fUr das qcm, 
die Durchbiegungen: 

MX M400 M 


E 


2 000 


5 ' 


also Oj = — ^1,4 cm, o^ = = 2,3o cm, 

O u 

8g = 3,1 cm, 5^ = 3,7 cm; 85 = 3,9 cm. 


*) Hat man die Biegungsmomente für einen durch eine gröfsereZahl von Einzel- 
lasten beanspruchten Baiken zu berechnen, so ermittele man zuerst die Querkräfte. 
Für den yorliegenden symmetrischen Bel&stungsfall erhält man folgenden Ansatz : 


für Feldö ist Qs^i' 2,39 = 1,195 

dazu addiei*t .... 1,640 = tr4 

gibt ^4 = 2,835 

+ 0,98 = M>g 

08 = 3,765 
+ 1,170 = tr, 

Qi = 4,935 
+ 1,880 = Wi 

öl = 6,815 


Mi = ft= 6,815 
dazu addiert 4,985 = Q^ 
gibt M, = 1 1,750" 

+ 3,765 = ft 
Ms = 15,515 

+ 2,835 = ^4 
M4 = 18,350 

+ 1495 = ^5 
Mb = 19,545 


Das Bit B— ftiyoJ JS*" eines StrebattaehwerkiM. 
(Zweites Verfahren.) 

Haben sämtlicbe Stäbe _eine_gegen die Sepkrecbte geneigte Lage, 
so nennt man dos Stabsystem ein Strebenfacbwerk. FOr ein soiches 
m9ge dasjenige Polygon bestimmt werden, dessen Ordinaten gleichzeitig 
die senkrechten VerMshiebungen b der Knoten pnnkte der oberen und 
der onteren Gnrtang liefern. 

Mit Bezugnahme anf die ans der Fig. 42 zn ersehende Bezeich- 
nung der Knotenpunkte EoUen 
bedeuten : 

o_ dieLSngedeseinemKnoten* 
pnnkte m der anteren 
Gurtung gegenüberliegen- 
den Obergnrt- Stabes, 
UkdieLftngedeseinemKnoten- 
pnnkte k der oberen Gnr- 
tang gegenfiberliegesden 

Untergurt-Stabes, , 

d^iie LSnge der m'*' Diago- 
nale, 
ß« den Neigungswinkel von o_ 

gegen die Wagerechte, 
Yt den Neigungswinkel von m» 

gegen die Wagerechte, 
9« den Neigungswinkel von d„ 

gegen die Wagerecbte, 
«.die senkrechte Projektion 

von d„. 
Um eine einfache Beziehung 
zwischen den VerlKngerangen 

40., Ad., 4d.+ , der Seiten FJg. 41 d. 48. 

des Dreiecks (m — 1) — m — (m + 1), nnd den Verkürzungen 

4«- = »„_, — 8. und 4«, + , =S.+, — »„ 
der Strecken e^ nnd e„^^ zu erhalten, denken wir dieses Dreieck heraus- 
gelöst und in den Punkten t» — 1 und m -\- l mit den Benkrechten 

Kräften t— und — belastet, Fig. 43, während wir den Punkt m 

festlegen. In den drei Stäben o«, d„, rf« + , entstehen gewisse Spann- 
kräfte [1.,, fi,, p.j, nnd es lautet, da [^ und ^i, Drücke sind, die 
Arbeitsgleichnng: 
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Mit Hilfe des Eräfkeplanes in Fig. 43 ergibt sich nun, wenn k^ die 
bei m gemessene senkrechte Höhe des Fachwerks bedeutet, 

fii : ;r— = A« sec p« : Ä« und hieraus fi, = -t" - , 

1 sec ©^ 

f*«« : T— = ^1- : Ä». = \« sec 9« : ä.« „ m = -v — » 

1x3 : ^r = d^+i : Ä« = X^+i sec 9^+1 : Ä« und hieraus 

sec 9«+i 


1^8 = 

und es wird 

A«« I ^^"»+1 _, ^^m sec ß^ — Ad^ sec 9^ — ^<L+^ sec 9^+^ 

Werden die A« durch die 5 ausgedrückt, so folgt 

^m — S,„-i S^+i — im — Ao^secß^-]-A(g^8ec9^-]-A(f^.nsec9^+i 

^IH ^m+l "m 

und ebenso ergibt sich, wenn k ein Knotenpunkt der oberen Gurtung 
ist, zwischen den Verschiebungen S;^.^, hj^^ ik+i ^^^ Beziehung 
8*7^*- 1 h+ 1 — K ___ AUfeSecYt — Ad?fesec9fe — ^(h+i se c 9^+1 

Vergleicht man diese Beziehungen mit den auf Seite 30 und 31 
abgeleiteten Gleichungen (12) und (13), so erkennt man, 

dafs das gesuchte Biegungspoiygon mit dem Mo- 
mentenpolygone eines Balkens A' B' übereinstimmt, 
welcher durch senkrechte Kräfte 

.. -X — Ao- sec ß^ + A(?« sec 9« + Atf«+i sec 9^ + 1 

11«) Wm = 7 > ^ßd 

/i 7 -\ ^"» ^®® T* — ^^k sec 9» — Af^;fc+ 1 sec 9*+ , 

* 
belastet wird. 

In Figur 42 ist vorausgesetzt worden, dafs die senkrechten Ver* 
Schiebungen der Endpunkte A und B gleich Null sind, dafs also A' B' 
ein an den Enden frei aufliegender Balken ist. 

Zahlenbeispiel. Es sollen die senkrechten Verschiebungen Bftmt<- 
licher Knotenpunkte des in Fig. 44 dargestellten schmiedeeisernen Netz- 
werkes unter der Voraussetzung berechnet werden, daÜB in jedem 
Knotenpunkte d^r oberen Gurtung eine Last von 12 t angreift. 

In Fig. 4ü^ sind die Spannkräfte in Tonnen (nicht eingeklammerte 
Zahlen) und die Stablängen in dm (eingeklammerte Zahlen) angegeben 
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'«W 


(^> 


und in Fig. 45 die nnter der Annahme £^==100 (statt des wirklichen 
Wertes E = 200000 t für 

das qdm) berechneten Ver- * 

Iftngemngen der Stäbe in dm 
nnd die Querschnittsfiächen 
in qdm zusammengestellt wor- 
den. Für den ersten Stab der 
oberen Gurtnng beträgt z. B. 
dieQuerschnittsfläche 0,4 5 qdm 
und die Yerlängerung Ao 

32-40 

= = — 29dm. 

100-0,45 

Schlielslich wurden in Fig. 46 
die senkrechten Trägerhöhen 
und die mit der Sekante des 
Stab-Neigungswinkels (gegen 
die Wagerechte) multiplizierten 
Verlängerungen eingetragen, 
zum Beispiel ftlr eine Diago- 
nale des Mittelfeldes A(2 • sec 9 

= — 5 • — - = — 8 dm. 
20 

Es ergeben sich jetzt mittels 
der Gleichung (17) für die un- 
teren Knotenpunkte 1, 3 und 5 die Werte 

29 + 21 — 18 



f<»»^ 
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Wt 


W 


8 


15 

28 + 9 — 23 

23 
31 — 8 — 8 


= 2,13, 


= 0,61, 


w. 


- — 0,60 


'* "" -25 

und mittels der Gleichung (17 a) für die oberen Knotenpunkte die Werte 

_ 26 + 18 — 9 

"" 19" 

28 + 28 + 8 


w^ 


= 1,Ö4, 


Wj 


2,46. 


* 24 

um die Biegungsmomente für den mit den Werten w belasteten 

Balken A'B' schnell zu erhalten, berechnen wir zuerst die QuerkiUfte 
^5 = ^ w^s = 0,30, Q^ = 0,30 + f^4 = 2,76, Q^ = 2,U+w^ = 3,37, 

Q^ = 3,37 + «'g = 5>21, Öl = 5,21 + M?, = 7,34 
und hierauf, unter der vorläufigen Annahme : X = 1 , die Biegungs- 
momente 
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Ml = ft = 7,84, M, = Ml + e, == 12,55, Mj = M, + Ö, = 15,92, 

M^ = M3 + ^4 = 18,68 und M5 = M4 + M5 = 18,98. 
um die Darchbiegungen zn erhalten, müssen wir die Momente M mit 
X = 20 dm multiplizieren und (da wir vorhin E= 100 statt E = 200000 
setzten) durch 2000 dividieren. Es ergibt sich 

18,98-20 


85 = 


2000 


dm = 19,0 mm 


und ebenso §4 = 18,7 mm, b^ = 15,9mm, S^ = 12,6mm, h^ = 7,8mm. 


§ 6. 

Änderung der Lange einer &nrteeline. (Fig. 47.) 

Es soll die Verlängerung ^ der irgend zwei Knotenpunkte und 
n einer Öurtung verbindenden Sehne bestimmt werden. Die Lote von 

den Knotenpunkten 
^/y 1, 2, ... m ... . auf 

^'^ """^ '^ diese Sehne seien = 

yi » ys » * • • • y*» • • • • » 

und die Projektionen 
der Lftngen «1, s^f 

. • * . • o^ • . • • • Uvr 

von der Sehne — n 
unterspannten Ourt- 
stäbe auf — n seien 



' ß* , Co , . • • . vg 
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Die VergrOlserung 
irgend eines Rand- 
winkels ^^ um Ai^„ bedingt die durch die Figur 47b nachgewiesene 
Änderung $ = y^AX, und die Verlängerung A^^ der Länge 8^ eines 
Gurtstabes erzeugt $ = A«^ cos \J^^, wobei 
^^ = Neigungswinkel des Stabes 8^ gegen die fragliche Sehne. 
Im ganzen entsteht also 

H— 1 H 

S = Sy^A^„ + 2 A«« €03 ^« 


und, wenn für den Fall t = 


^m 


gesetzt wird. 


^8„ = S^ = - 

E cos ^m 


E 


"-1 


<5m 


(18) $ = Sy^AX + 2^e. 


1 1 E 

Beispiele für die Anwendung dieser Gleichung finden sich im § 7 
und § 9. 
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Aufgaben^ betreffend die Ermittelung ron Biegangsllnlen. 

Aufgabe L Gesacht die senkrechten Yerschiebnngen der Knoten- 
punkte der unteren Gurtung des 
in Fig. 48 dargestellten Fach- 
werkträgers mit 2 nicht an den 
Enden stehenden Stützen AuniB. 

Man nehme zunächst C und 
D in senkrechter Richtung un- 
yerschieblich an und zeichne das 
Momentenpoljgon C'A'N'B'D' 
für einen bei C' und />' frei auf- 
liegenden Balken, auf welchen 
die nach Gleich. (1^ berechneten 
Lasten w (welche teils positiv, 
teils negativ sind*) wirken. rig. 48. 

Bringt man hierauf die Senkrech- 
ten durch die festen Stützpunkte Ä und jB in ^'^ und B' mit dem Mo- 
mentenpolygone zum Schnitte und zieht die Gerade A'B\ so erhält 




Fig. 49. 


man in der schraffierten Fläche die gesuchte Biegungsfläche. Beispiels- 
weise ist die Senkung der Knotenpunkte o und 5 gleich 5« bezw. S5. 
Aufgabe 2. Gesucht die Biegungsfläche für die obere Gurtung 
CDABEF des Gerb ersehen Trägers in Fig. 49. 

*) In Fig. 4^warden u>^ und its positiv, die übrigen w negativ (also nach 
oben gerichtet) aagenommen. 
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Nachdem die den Enotenpaiikten 1 bis 3, 4 bis 12 und 18 bis 15 
entsprechenden (teils positiv, teils negativ ausfallenden) Werte w be- 
rechnet worden sind, werden die Momentenpolygone gezeichnet: 
C'ND' fQr den einfachen Balken C'D' mit den Lasten w^ bis w'3, 


D'LE' 
E'RF' 




» 


w 


18 n 


tc 

W 


18* 
15* 


Hierauf werden die Senkrechten durch die Punkte A und B mit 
dem Momentenpolygone D' LE' in Ä und B' zum Schnitte gebracht, 
die Strecken 

Ä Ä' =^h' = Senkung des Punktes -4, 

B 


gB'' = 8" = 


99 


99 


abgetragen und der durch A" und B" gehende Linienzug C' D" E" F\ 
dessen Ecken senkrecht unter D und E liegen, eingezeichnet. Die 
Fläche zwischen diesem Linienzuge und dem Momenten polygone ist die 
gesuchte Biegungsfläche. 

Bei starren Stützen A^ und B^ ist 

5' = Verkürzung der Vertikale Aq A, 


8" = 


>> 


>> 


>i 


BqB. 


Aufgabe 3. Gesucht die Biegungslinie für die obere Gurtung 

des in Fig. 50 dar- 
gestellten Drei- 
gelenk-Bogens. 

Es handelt sich 
hier nur um die 
Berechnung des 

Momenten Poly- 
gons für den ein- 
fachen Balken 
A' B\ auf welchen 
die Lasten w^, tr, , 

1^7 wirken. 

Die Werte w^ bis 
w^ und 1^5 bis «7^ 

lassen sich ohne weiteres mit Hilfe der im § 4 gegebenen Gleich. (15) 
berechnen, da sich die Randwinkel ^^ bis ^3 und ^^ bis "^^ aus Drei- 
eckswinkeln zusammensetzen, um w^ mittels der Gleich. (14) bestimmen 
zu können, mufs A^^ bekannt sein. Nun ist die durch Änderungen 
der Bandwinkel und die Spannungen in den Gurtstäben bedingte Än- 
derung 5 der Stützweite AB nach § 6, zunächst für den Fall ^ = 0: 



Fig. 60. 


^■~ E ^1 + :^^«+ E 


^2 N I ^3 X 


,+it>* + 




+ y, A^i + y, A^i, -{- yj A^, + y< A*^ -f yj A^s -f i/g A% + y, A% 
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und man erhält somit, bei gegebener Verechiebting ^ = A/, den Wert 


3 7 8 ^ 


A/ — 2yA^ — 2yA^ — S— -X 
A*, = — i ' ' ^ 


Bei starren Stützen ist A^ = 0. Sind die Kämpfer ^ und JB durch 
eine Zugstange mit dem Querschnitte F« verbunden, so ist Ar= Ver- 
längerung dieser den Horizontalschub jB'des Bogens aufnehmenden. Stange ; 

Hl 
es folgt dann AZ = --— -• Sollen Temperaturänderungen berücksichtigt 

werden, so ist c durch a -\- zEt zu ersetzen, während fllr Ai der Wert 

Hl , 

— {- st^l einzuführen ist. Hierbei bedeutet t die Temperaturänderung 

f&r einen Stab der oberen Gurtung und t^ die Temperatnränderung für 
die Stange AB. 

Ebene Fachwerktriger mit yeranderlicher Belastung. Eln- 
flafsUnien fftr die statiscli nieht bestimmbaren &rOfsen X. 

1) Stellt man bei Fachwerken mit veränderlicher Belastung die 
Spannkraft S eines jeden Stabes in einer solchen Form als Funktion 
der Lasten P dar, dafs der EinfluTs jeder einzelnen Last auf S ersicht- 
lich ist, so vermag man anzugeben, welche Lasten in dem Stabe einen 
Zug, und welche Lasten einen Druck hervorbringen, und wie grofs die 
Grenzwerte S„^ (= gröfster Zug) und S^u (= gröfster Druck) sind. 
In gleicher Weise können die Werte C„^ und C^i^ für jede Auflager- 
kraft berechnet werden. 

Handelt es sich um ein ebenes Fachwerk mit senkrechter Belastung, 
so verfolge man den EinfluDs einer über den Träger fortschreitenden Last 
„Eins'', trage den Wert S beziehungsweise C unter dem jedesmaligen 
Angriffspunkte der Last als Ordinate auf und verbinde die Endpunkte 
dieser Ordinaten durch eine Linie, welche die Einflufslinie für 8 
bezw. C heilst; die zwischen ihr und der Abscissenachse gelegene 
Fläche wird die Einflufsfläche für S bezw. C genannt. 

Die EinfluTslinien für die Werte S und C lassen sich mit Hilfe 
der Gleichungen 

S = So+ S'X' + 5".Y" + S'"X'" + . . . . 
C= Co + C'X'+C'X" + c"'x''' + . . . . 

leicht finden, sobald die Einflulslinien fQr die Grölsen X\ X'\ X "... . 
gegeben sind. Die Ermittelung dieser „X-Linien" ist das Ziel der nach- 
stehenden Untersuchungen, und zwar soll sie unter der Voraussetzung 

Müller-Breslau, Die neueren Methoden der FeetigkeitBlebre. 4 
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erfolgen, dafs jede zwischen zwei Knotenpunkten wirkende Last durch 

einfache Zwischenträger auf die benachbarten 
Knotenpunkte übertragen wird. Es ist dann 
jede Einflufslinie ein aus geraden Linien be- 
stehendes Polygon, dessen Ecken den Knoten- 
punkten des Fachwerkes entsprechen. Be- 
sitzt z. B. (Fig. 51) die JST'-Linie unter den 
Knotenpunkten (m — 1) und m die Ordinaten 
X'^^i und X'mj nnd wird der durch eine 
zwischen m — 1 und m gelegene Last P 
verursachte Wert X' gesucht, so bestimmt 
^*** ^^' man die durch den Zwischenträger auf die 

Knotenpunkte (m — 1) und m übertragenen Lastanteile ' 

- X 



P^-i = P^ und P^ = P^-- 


*m 


und erhält: 


Hieraus folgt aber 


PX Pm-l X m-i "7~ PmX m. 


r = r, 


X 


m-1 


+ ^'- 


A«. T^— X 


und dieser Ausdruck ist in Bezug auf die Veränderliche x vom ersten Grade. 

2) Die statisch nicht bestimmbaren Gröfsen X\ X" müssen, 

wenn im allgemeinen nachgiebige Stützen vorausgesetzt werden, den 
im § 3 abgeleiteten Gleichungen genügen: 

SC'Ac = S5'A«, 2(7"Ac = 25"A5, 2C'"Ar = 2S'"As 

und diese gehen mit 

Ss , 


A^ 


EF 


und nach Einsetzen der Werte S über in 


2 


+ x'"sä'"ä'p + 

r' — Se<5% = SSoS"p + A''SÄ'5"p + r'2Ä"«p 

+ X'"25"'Ä"p+... 
L" — S US'" 5 = S 5o S'" p + A' S ä' S"' p 


) (19), 


wobei, zur Abkürzung, 


(20) 


8 


EF 


gesetzt wurde, während L\ l!\ L'", . . .. die virtuellen Arbeiten der 
Auflagerkräfte für die Zustände X'=l, A:"= 1, X"' ^= 1, . . . bedeuten. 
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Wird das Fachwerk zunächst unbelastet gedacht, so verschwinden 
die von S^ abhängigen Glieder, und es ergeben sich, durch Auflösung 
der Gleichungen (19), die durch die Verschiebungen der Stützpunkte und 
durch eine Änderung des anfänglichen Temperaturzustandes hervor- 
gerufenen Gröfsen X in der Form 

(X' = 0L {L' — ^ttS' b) + ß' (L" — 2s^ä"s) 

+ y' (L'" — S6^ä""«) + 

X"=a"(L' —^^tS' 5) + ß"(L" — 2e<5"«) 

+ y'(r" — 2 e«Ä"' «) + ... 


(21) { 


wobei OL, ß', y', a", ß^', y", Werte sind, welche nur 

von den Koeffizienten der GrQlisen X in den Gleichungen (1 9) abhängen 
und nuF- einmal berechnet zu werden brauchen, da sie lediglich durch 
die Form des Facbwerks bestimmt sind. 

Nach Erledigung dieser in der Regel wenig zeitraubenden Rech- 
nungen ergeben sich die von der Belastung abhängigen Werte: 

\X' = — aL ^SqS'^ — ß' SÄo5"p — Y 2^0^'"? — 

X"= — a"2.%5'p — ß'S^o'^'p — t"S>^oÄ'"? — 


(22) 


und mit Hilfe dieser letzteren Gleichungen lassen sich die Einflulslinien 
für die Gröfsen X\' X!' .... schnell findein, sobald die Einflufslinien 
für die von der jedesmaligen Belastung abhängigen Summen 

^S^S'^, ^S^8"ii, 

bekannt sind. 

Wir zeigen jetzt die Ermittelung dieser Summen für den Fall, dafis 
auf das Fach werk nur eine senkrechte Lasteinheit P wirkt, welche in 
irgend einem Knotenpunkte des statisch bestimmten Hauptnetzes, das 
meistens ein einfacher Balken oder ein Drei- Gelenkbogen oder ein 
-Gerb er scher Balken sein wird, angreift. 

Da die Last P in den Stäben des 
Hauptnetzes die Spannkräfte S^ erzeugt 
(Fig. 52), so ist die durch irgend welche 
Änderungen A^ der Stablängen hervor- 
gebrachte Senkung 5 ihres Angriffspunktes 
{nach § 8) durch die Arbeitsgleichung 

PS = Sä^oA«*) 
gegeben, und es besteht insbesondere 
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*) Bei Aufstellung dieser Arbeitsgleichung werden die Stützen starr vor- 
ausgesetzt, da der Einflufs etwaiger Verschiebungen Ac der Stützpunkte gesondert 
mit Hilfe der Gleichung (21) beurteilt wird. Die Reibungswiderstände an 
den Auflagern werden gleich Null angenommen. 

4* 
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zwischen den durch die Ursache X' = 1 (welche die Spannkräfte S^ 
erzeugt) bedingten Yerschiebnngen h' und ^'s die Beziehung: 

aus welcher sich 

(28a) SS'o5'p = PS' 
ergibt. 

Da nun h' die Ordinate des den Spannungen c' = — entsprechenden 

Biegungspoljgones derjenigen Gurtung ist, welcher der Angriffspunkt 
Yon P angehört, so ergibt sich der wichtige Satz: 

Betoegt sich über den Träger eine Last „Eine^^, welche der Reihe 

nach in den verschiedenen Knotenpunkten der — Gurtung 

unteren 

des Hauptnetzes angreift, so stimmt die Einflufslinie für den Aus- 
druck ^S^S'g mit dem für defi Belastungszustand X^ = 1 berech- 

_ oberen 

neten Biegungspolygone der ^— — Gurtung des Hauptnetze» 

unteren 

überein. 
In gleicher Weise lassen sich die Einfluislinien ftlr die übrigen in 
den Gleichungen (22) vorkommenden Summen darstellen. Man erhält 

(23b) 2Ä'oiS"p = P8", S^o^'"p = -P5'" «• s. f., 
unter h'\ h''\ .... die unter dem jedesmaligen Angriffspunkte von P 
gemessenen Ordinaten der Biegungspolygone verstanden, welche be- 
ziehungsweise für die Spannungszustände X'' = 1, X'" =1, und 

für die Gurtung berechnet worden sind, in deren Knotenpunkten di& 
Last P nacheinander angreift. 

Die Gleichungen (22) gehen jetzt über in 

X' = — (a h' + ß' S" + i h"' + ) P 

X" = — (a '8' + ß"8" + i'h"' + ) P 

und ermöglichen eine schnelle Berechnung der Einfluislinien für sämt- 
liche Gröfsen X 

Meistens greift die veränderliche Belastung nur in den Knoten- 
punkten der einen Gurtung an, und es ist dann in der Regel zulässig,, 
das Eigengewicht ausschliefslich auf die Knotenpunkte dieser Gurtung 
zu verteilen. Sind die Knotenpunkte beider Gurtungen Angriffspunkte 
veränderlicher Lasten, so hat man für jeden Wert X zwei Einfluislinien 
zu zeichnen, da die Wirkungen der oben und unten angreifenden Lasten 
gesondert untersucht werden müssen. 

Beispiel 1. Der vereinigte Balken- und Bogenträger in 
Fig. 53 mit einem festen Lager bei B und einem wagerechten Gleit- 
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lager bei A ist einfach statisch nnbestimmt. Es lassen sich deshalb 
die Spannkräfte in der Form 

darstellen, nnd es ergibt sich, da die Verschiebungen der Stützen im 
vorliegenden Falle ohne Einflufs auf die Beanspruchung des Fachwerks 
sind, zur Berechnung der statisch nicht bestimmbaren GrÖfse X aus 
der ersten der Gleichungen (19) die Bedingung: 

— Ss^fif'j? = S5o5^'p + XSS'p, 
aus welcher erhalten wird 


und 


der Einflufs einer Temperaturänderung: X« = 


25'p 


91 


>» 


der Belastung: X = 


8 


Sä'p 



V 

T 


n 

T T 


Als statisch nicht bestimmbare GröfseX wählen wir die überall gleiche 
wagerechte Seiten- 
kraft der in den 
Stäben 1, 2, 8, 8', 2', 
l' des Bogens wirk- 
samen Spannkräfte. 
Ist -X" = 0, so sind 
diese .Stäbe span- 
nungslos, und ebenso 
verschwinden die nur 
von X abhängigen 
Spannkräfte in den 
senkrechten Stäben 
4. 5, 6, 5', 4'. Als 
statisch bestimmtes 
Hauptnetz verbleibt 
der einfache Balken 
AB CD*) 

Soll nun die Einflufslinie für X unter der Voraussetzung ermittelt 
werden, dafs eine Lasteinheit P der Reihe nach in sämtlichen Knoten- 
punkten der unteren Gurtung AB angreift, so müssen die durch die 
Ursache X= 1 hervorgerufenen Spannkräfte S\ sowie das Biegungs- 
polygon der Gurtung ^^ für diesen Spannungszustand bestimmt werden. 

^ Sind Of imd ot« die Neigungswinkel der Stäbe 2 und 3, so sind die 
Spannkräfte in diesen Stäben bezw.: S^=^Xswitt^ und «S's^Xseoag. Für den 
Stab 5 erhält man aus der Bedingung ^s -f" '^f sin Og — S'8sinag==0 den Wert: 
5$ = — X(tgot, — tgOf). In gleicher Weise werden die S für alle übrigen 
Bogenglieder und für die senkrechten Stäbe 4 bis 4' berechnet 


r 

Ij 


T 




L 
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Die Kräfte S' werden zweckmäTsig mit Hilfe des in Fig. 53 b dar- 
gestellten Eräfteplanes gefunden. In diesem Plane schneiden die Yon 
dem Punkte aus zu den St&ben 1) 2, 3, 3^ 2\ l' gezogenen Parallelen 
auf der im Abstände „Eins** von gezeichneten Senkrechten die in den 
Stäben 4, 5, 6, b\ 4' wirksamen Spannkräfte 8' ab, und die Längen 

der Strahlen 1, 2, 1^ stellen die Spannkräfte S' in den Bogen- 

gliedern vor. 

SpaiuüwälUS' 



Aus der Spann- 
kraft 1 findet 
man die Kräfte 
9 und 10, hier- 
auf 11 und 1 2 
u. 8. w. Für 
die Stäbe 7,8, 
8' und 7' ist 
S' = 0.*) 
Nach Zeich- 
nen dieses 


s' 


Kräfteplanes werden die Spannungen ^' = -^ ^i^^ die von den c ab- 

hängigen Änderungen A'^ der den unteren Knotenpunkten (1), (2), 
(3) . . . (6) entsprechenden Bandwinkel '^ berechnet, letztere nach der 
im § 4 gegebenen Anleitung^ und hierauf kann das zugehörige Biegungs- 
polygon A'CB' der Gurtung AB ermittelt werden; dasselbe stimmt 
nach § 4, Gleich. (14), mit dem Momentenpolygone eines einfachen Balkens 
A' B" überein, welcher durch die senkrechten Lasten 

M^i = — A'^1, Wg = — A'i'j 

beansprucht wird. 

Bedeutet nun h' die unter P gemessene Ordinate des Polygons 
Ä CBl ^ so ist nach dem vorhin bewiesenen Satze: 

mithin 

Z = -^. 

Dividiert man also die Ordinaten 8\, S'^ • • • • ^®8 Biegungs- 

polygones ÄCB' durch den konstanten Wert 25' p, so erhält 

man die Ordinaten X^^ X^ .... der gesuchten Einflufslinie. 

Wird beispielsweise durch den Träger ein Eisenbahngleis gestützt, 

und bedeutet L die Belastung einer Lokomotivachse, T die Belastung 

*) Die Stäbe 1, 2, 3, 3', 2', 1', 9, 12, 13, 16, 17, 20, 17', 16', 13', 12', 9' 
werden gezogen, die übrigen gedrückt. 
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einer Tenderachse« and entsprechen den Lasten L und T beziehungs- 
weise die Polygon-Ordinaten iQ^, >)s . . ., so ist der durch die Belastung 
in Fig. 53 c erzeugte Wert X bestimmt durch die Gleichung 

X. 25'p = _ L (tij + >,, + 7,3) — r(>), + T,5 + 1),). 

Das Zeichen ( — ) deutet an, dafs der Bogen auf Druck bean- 
sprucht wird. 

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, dafs der durch eine 
Temperaturftnderung erzeugte Wert Xt gleich Null wird, sobald e und 
t konstant sind ; denn setzt man in die dem Spannungszustande X = 1 
entsprechende Arbeitsgleichung 

25'Ä« = 0. 


welche für beliebige, mögliche Formänderungen As gilt, den Wert 

A9 = (t)s, wobei (>> eine Eonstante, d. h. nimmt man an, dafs das Fach- 
werk eine der früheren Form ähnliche Form annimmt, so findet man 

In der Regel setzt man innerhalb einzelner Gruppen von Stäben konstante 
Temperaturändernngen voraus, und kann dann die vorstehende Gleichung 
zur Abkürzung der Rechnung benutzen. Macht man z. B. die Annahme, 
dafs sich die dem spannungslosen Anfangszustande des Fachwerks ent- 
sprechende Temperatur in allen Punkten des Bogens um den Betrag ti 
ändere und in allen übrigen Punkten des Trägers um ^g? ^ ^^^^»^ 

wobei sich der Ausdruck 2S'8 auf die Bogenglieder 1, 2, 3, 3^, 2', H^ 

I 

und der Ausdruck ^S's auf alle übrigen Stäbe bezieht. Bezeichnet man 

II 

mit «1, «2, »3, ^3, /j, s\ die Längen der Stäbe 1, 2, 3, 3', 2', l' und 
mit a^ , (Xj , aj , a'g , ol\ , ol\ deren Neigungswinkel gegen die Wagerechte, 
so sind die Spannkräfte S' in diesen Stäben beziehungsweise gleich 

1 • sec tti , 1 • sec Oj , 1 • sec ttj , 1 sec a'^ , 

und es folgt 

Sä's == «1 sec a, + ä« sec a« 4~ "h ^'1 ^^^ ^'i* 

Da nun S5'« -|- 2iS'« = ist, so ergibt sich schliefslich 
I II 

6 (tj ^2 / r I I I ' ^' 

-A| = ^ /g [*! sec «j -j- 5g sec a^ -|- 53 sec a3 -f- 5 3 sec a 3 

+ 82 sec OL 2 -f- s'i sec a'i]. 
Beispiel 2. Es soll der Horizontalzug X der in Fig. 54a dar- 
gestellten, durch einen Balken versteiften Kette ermittelt werden. 
Der Balken ist mit der Kette durch senkrechte Stäbe verbunden und 
besitzt bei B ein festes und bei A ein auf einer Wagerechten geführtes 
Lager. Bei ausschliefslich senkrechten Lasten P wirken auf den Balken 
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nur senkracbte KrSfte. Die Kette ruht auf Pendelpfailern (10 uod lO'), 
welche ans demselben Materiale hergestellt sein sollen, wie alle Qbrigen 
Stäbe des Fachwerks und als Bestandteile des Fachwerks aafgefabt 
werden. Die Stabverbindung ist eine einfacb statisch unbestimmt«, 
und es mögen die Spannkräfte auf die Form 

S = Sa—S'X 
gebracht werden. Die Spannkräfte S' entsprechen dann dem Zustande 
X^ — 1, welchen man erhält, wenn man sich in irgend einem Stabe 


der Kette einen Druck erzeugt denkt, dessen wagerecbte Seitenkraft 
= „Eins" ist, und es lautet die Gleichung zur Berechnung von X, 
sobald die Stutzen starr angenommen werden, 

— Se(5's = SSoÄ'p — XSS'g; 
sie liefert den durch eine Änderung der Temperatur entstehenden 
Horizontalzug 

A, — r~ 

SS'p 
und den durch eine Belastung hervorgerufenen 
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SS'p 
Den Kräfteplan für den Zustand X= — 1 zeigt Fig. 54b; er wird 
in ähnlicher Weise konstruiert wie in dem vorigen Beispiele. Die Spann- 
kräfte in den Kettengliedern 1, 2, 3, 4, 4^ 3', 2^ l' bilden einen Strahlen- 
bttschel, dessen wagerechte Projektion der Horizontalschub „Eins'' ist» 
und welcher auf der Senkrechten LN die in den Hängestangen wirk- 
samen Spannkräfte 5, 6, 7, 8, l\ 6\ 5' abschneidet. Die Kräfte 9 
und 10, desgleichen 9' und lO' ergeben sich aus den Kräften 1 und l\ 
Die Kräfte 5, 6, 7, 8, 7", 6', 5' wirken als Drücke auf den Balken 
und rufen die senkrechten Auflagerwiderstände ä' und B' hervor. Ist 
das Fach werk symmetrisch (wie in Fig. 54 angenommen wurde), so ist 
ä'= B'; im Gegenfalle verlängere man in Fig. 54 die Auflagersenk- 
rechten A und B bis zu ihren Schnittpunkten mit der Kette, verbinde 
diese durch die SchluTslinie (s) und ziehe von aus (Fig. 54 b) eine 
Parallele zu (s); letztere zerlegt nach einem bekannten Satze der gra- 
phischen Statik den Kräfbezug 5 + 6 + 7 + 8 + 7' + 6' + 5' in A' 
und B\ Nunmehr lassen sich die Spannkräfte 8' auch für den Balken 
ermitteln.*) 

Nach Zeichnen dieses Kräfteplanes werden die Spannungen c' = —— 

Je 

und die von den o' abhängigen Änderungen A'^ der oberen Band- 
winkel ^ bestimmt, und hierauf wird das Biegungspolygon A^CB^ der 
Gurtung AB^ in dessen Knotenpunkten die über den Balken wandernde 
Last P der Beihe nach angreifen möge, berechnet; es stimmt (nach 
§ 4, Gleichung 15) mit dem Momentenpolygone eines einfachen Bal- 
kens A^B^ überein, welcher durch senkrechte Lasten 

f/7j = A'S'i, 1^2 = A'^g, w^ = A'i'j, 

beansprucht wird. 

Bedeutet nun h' die unter P gemessene Ordinate des Biegungs- 
polygones, so ist 

2So8'g = Ph\ 

und es erzeugt mithin die Last P in der Kette den Horizontalzug 

P8' 

S5'p 


*) Die Spannkräfte S' sind, links von der Mitte, negativ (Drücke) für die 
Stäbe: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 16, 17, 20, 21, 24, 25 und positiv (Züge) 
für die Stäbe: 10, 11, 14, 15, 18, 19, 22, 23. 
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§ 9. 

Der Maxwellsche Lehrsatz Ton der Gegenseitigkeit der 

elastischen Terschlebnngen. 

Wir betrachten ein Fachwerk, dessen Stützpunkte unverrückbar 
sind oder über reibungslose Lager gleiten, dessen Auflagerkräfte mithin 
bei disr eintretenden Formänderung keine Arbeit leisten. 

Die durch irgendwelche Änderungen Is der Stablängen 8 ver- 
ursachten Verschiebungen S^ und h^ ^^^ 
Knotenpunkte A^ und A^ nach den Rich- 
tungen A^Bi und A^ B^ ergeben sich nach 
§ 8 aus den Arbeitsgleichungen 

1 • Sj = 2jSi A^ und 

wobei für irgend einen Stab 

Si diejenige Spannkraft ist, welche 
eine in A^ angreifende, nach der 
Richtung A^ B^ wirkende Kraft 
„Eins'' hervorbringt und 
diejenige Spannkraft, welche entsteht, sobald in A^ nach der 
Richtung A^B^ die Kraft „Eins'' wirksam ist. 
Herrscht in allen Stäben die dem spannungslosen Anfangszustande 
entsprechende Temperatur, so ist für irgend einen Belastungsfall 

S8 
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'2 


As = 


EF 


mithin 


8, =2S,S-^ und 8, =25,5 
Ist insbesondere 8 =- S^j so ergibt sich 


EF 


EF' 


während im Falle 8=^8^ 


82 =SiSgSi 


8 


EF 


ist, und es folgt aus der Übereinstimmung dieser beiden Werte der 
hinsichtlich seiner Gültigkeit an die oben gemachten Annahmen ge- 
bundene Satz: 

Eine in dem Knotenpunkte A^ und im Sinne A-^B^ angreifende 
Kraft „Eins" verschiebt einen Knotenpunkt A^ im Sinne A^B^ 
um eine Strecke, welche ebenso grofs ist wie die Verschiebung, 
welche der Knotenpunkt A-^ im Sinne A^B^ erf&hrt, sobald im 
Punkte A^ und im Sinne A^B^ eine Kraft „Eins" angreift, 
um diesen zuerst von Maxwell aufgestellten Satz zu erweitern. 
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Fig. 56. 


wollen wir den Buchstaben P nnd S, die bis jetzt zur Bezeichnung einer 
Einzellast und der Verschiebung des Angriffspunktes dieser Last im Sinne 
der Last dienten, eine aUgemeine Bedeutung beilegen, so zwar, dafe wir 
unter Fh die virtuelle Arbeit einer ganzen Oruppe von Lasten verstehen. 
Diese Gruppenbildung möge durch einige Beispiele erläutert werden. 

1) Greifen in zwei Punkten m, m^ (Fig. 56) zwei entgegenge* 
setzte 9 gleich grofse Kräfte P^ ai^i die in 
die Grade m m^ fallen , so ist das zuge- 
hörige 5m gleich der gegenseitigen 
Verschiebung des Punktepaares m. m^ , 
d. h. gleich der Änderung, welche die Ent- 
fernung mm^ erfährt. Man nennt diese 
Gegenkräfte P auch die Belastung des 
Punktepaares m m^ und spricht im Falle P= 1 
von der B^aatxuigseinheit eines Pnnktepaares. 
2) Werden zwei in i und k angreifende, recht- 
winklig zur Geraden ik gerichtete, entgegengesetzt 
gleiche Kräfte, die ein Kräftepaar bilden, dessen 
Moment = P« • 1 ist (Fig. 57), zu einer Gruppe 
vereinigt, so ist das zugehörige 5^ gleich dem im 
Bogenmafs ausgedrückten Drehungswinkel der Ge- 
raden iA;*). Man spricht hier kurz von der Be- 
lastung einer Geraden (m) und im 
Falle P= 1 von der Belastungseinheit 
einer Geraden. 

3) Eine aus den Belastungen ^zweier 
Geraden (m)(mi), Fig. 59, gebildeten 
Gruppe führt den Namen Belastung 
eines Geradenpaares; das zugehörige 
5« ist die gegenseitige Drehung der 
beiden Geraden, d. i. die Änderung 
des Winkels ^, den die Geraden mitein- 
ander bilden. 




Fig. 59. 


*) Um dies einzusehen, betrachte man ein Kräfte- 
paar, dessen Moment M = (>« ist, und welches an einem 
sich um den Punkt D drehenden, beliebigen Systeme 
materieller Punkte angreift. Bedeuten c und c + ^ diö 
Lote von D auf die Kräfte §, und ist t der im Sinne 
von M gemessene Drehungswinkel, so ist die virtuelle 
Arbeit der Kräfte Q: 

^ (c + «) T — ^CT = QeT = Mt. 
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Die Bildung von Lastgrappen dürfte hiermit genüjsrend erläutert 
sein, und es werde nur noch festgesetzt, dalis jede am Fach werke an- 
greifende Last immer nur einer einzigen Gruppe zugewiesen werden 
solL Der Ettrze wegen nennen wir — im AnschluTs an die unter 
1, 2, 3 eingeführten Begriffe — eine solche Gruppe von Krftften all- 
gemein eine Belastung und das zugehörige S den Weg dieser Be- 
lastung. Die Ermittlung eines beliebigen h^ für irgend einen Be- 
lastungszustand L des Fachwerks erfolgt auf dem im § 3 zur Be- 
stimmung der Knotenpunk tsyerschiebungen angegebenen Wege mittels 
der Arbeitsgleichung für den Zustand P^ = 1 und iMfst erkennen, dafs 
zwischen den Wegen 5 und den Belastungen P Beziehungen ersten 
Grades bestehen, dafs also der Weg 5^ infolge von Belastungen P„, Pi,i 
P,, . . . P„, P^ . . . in der Form erscheint: 

im = f>ma Pa + ^mb -^6 + S^c ^c -f" • • ""h ^tnmPm + ^mn P« + • • • 7 

wobei die mit einem Doppelzeiger behafteten Werte h unabhängig von 
den Belastungen P sind. Beispielsweise bedeutet h^n den Sonderwert 
Ton i^ für den Fall, dafs P^ die Gröfse Eins besitzt, während alle 
übrigen P verschwinden. Bezeichnet man nun mit S^ die infolge P„ = 1 
in irgend einem Stabe erzeugte Spannkraft und mit S^ die Spannkraft 
infolge Pm = 1 , und schreibt man behufs Berechnung von h^ die 
Arbeitsgleichung für den Zustand P^ = 1 und für den Verschiebungs- 
zustand Pn= l*) an, so erhält man: 

und in derselben Weise ergibt sich für den Kräftezustand P„ = 1 und 
den Verschiebungszustand P« = 1 : * 

Hieraus folgt aber 

i 

d. h. es dürfen die beiden Bachstaben eines Doppelzeigers miteinander 

▼ertauscht werden. Das ist der erweiterte Mazwellsche Satz. 

Aus ihm folgt u. a. für die vorhin erklärten Sonderfälle der Belastung 

eines Punktepaares bezw. eines Geradenpaares: 

1, Die gegenseitige Verschiebung S«» eines Punktepaares m, nii 
infolge der Belastungseinheit eines anderen Punktepaares n, n^ ist 
ebenso grofs tcie die gegenseitige Verschiebung 5^» des Punktepaares 
n, n^ infolge der Belastungseinheit des Punktepaares mmj. 


*) D. h. es sollen, die durch P,» = l erzeugten Formänderungen $mn, A«» 
an die Stelle der virtuellen Formänderungen 5 und ^a treten. 
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2, Die gegenseitige Drehung h^ eines Geradenpaares (m) (m^) 
infolge der Bektstungseinheit eines anderen Oeradenpaares (n) 
(n^) ist ebenso grofs wie die gegenseitige Drehung des Oeraden- 
paares (n, ni) infolge der Belastungseinheit des Oeradenpaares 
(m) (mj. 

B. Die gegenseitige Verschiebung eines Punktepaares m, m^ in- 
folge der Belastungseinheit eines Oeradenpaares (n) (n^) ist 
ebenso grofs wie die gegenseitige Drehung des Oeradenpaares (n) 
(n^) infolge der Belastungseinheit des Punktepaares m, iH^. 

Wie vorteilhaft der Mazwel lache Satz in der Fachwerkstheorie 
▼erwertet werden kann, wird die Lösung der folgenden Aufgaben zeigen. 

Aufgabe 1. Gesucht die EinfluTslinie für die Senkung h^ eine» 
Knotenpunktes m eines Fachwerkträgers (Fig. 60). 

Wir nehmen das gewichtslose Fachwerk nur mit einer in m an- 
greifenden senkrechten Kraft „Eins*' belastet an, berechnen die hierbei 
entstehenden Spannkräfte 8 und Spannungen a und bestimmen (nach 
§ 4 bis § 7) das diesen Spannungen entsprechende Biegungspolygon der- 
jenigen Gurtung (beispielsweise von Ä CB), in deren Knotenpunkten die 
Yerkehrsbelastungen 
angreifen sollen. Ist 
nun die unter k ge- 
messene Ordinate 
dieses Biegungspoly- 
gones = 'J^lfc, so ver- 
schiebt die in m an- 
greifende Last „Eins*' 
den Knotenpunkt k im 
senkrechten Sinne um 
T|^, und es wird mit- 
hin (nach dem eben 

bewiesenen Satze) eine in k angreifende Last „Eins** den Knotenpunkt m 
ebenfalb um ir);^ verschieben. Hieraus folgt, dafs das gezeichnete Biegungs- 
polygon die Einflufslinie für h^ ist. 

Die Lasten F|, P^, P3 in Fig. 60, denen die Ordinaten 1^1,1^9» iQa 
entsprechen, verursachen beispielsweise bei m die Senkung 

Aufgabe 2. Gesucht die Einflufslinie für die gegenseitige Drehung & 
der Scheitelständer eines Dreigelenkbogens. 

Es sei h im Sinne der in Fig. 61 eingezeichneten Pfeile 
positiv. Die Belastungseinheit des aus den Achsen der Scheitelständer 
bestehenden Geradenpaares setzt sich aus vier gleich grofsen Kräften 



— 62 — 



Flg. 61. 


-y- zusammen (wo f die Höbe des Bogenträgers im Scheitel) nämlich 

aus zwei an den Scheitelständern angreifenden Kräftepaaren, deren 

1 
Momente —p- * /* = 1 sind. Der Drehnngssinn dieser Eräftepaare muTs 

mit dem Sinn der gesuchten Drehung tibereinstimmen. An den 
Kämpfern werden nur wagerechte Auflagerwiderstände von der 

Gröfse — hervorgerufen, unter f die Pfeilhöhe des Bogens verstanden. 

Berechnet man nun die durch 
diese Belastungszustände er- 
zeugten Spannkräfte 8 und 
Längen an derungen A« und 
zeichnet man die hierzu ge- 
hörige Biegungslinie (vergl. § 7), 
so ist dies die Einflufslinie für 
die gesuchte Drehung &. Der 
Beweis wird wie in Au%abe 1 
geführt. Die in der Fig. 61 
angegebene Belastung erzeugt 
8 = 2P7]. 

Die Ermittlung von h^j, ist erforderlich, sobald im Scheitel eine Feder 
angeordnet wird und die Beanspruchung dieser Feder untersucht wer- 
den soll. Vergl. § 16, Aufgabe 7. 

Aufgabe 3. Einflufslinie für den Widerstand X der 
Mittelstatze des in Fig. 62 dargestellten kontinuierlichen Fach- 
werkträgers mit 3 Stütz- 
punkten. Die Lasten greifen 
in den Knotenpunkten der 
unteren Gurtung an. 

Beseitigt man die Mittel- 
stütze, so entsteht der statisch 
bestimmte Balken AB, Für 
diesen werden, unter der 
Voraussetzung, dafs bei C 
eine senkrechte, abwärts ge- 
richtete Last „Eins** angreift, die Spannkräfte S\ Spannungen c und 
Änderungen A'^ der unteren Randwinkel berechnet, und hierauf wird 
das Biegungspolygon der wagerechten Gurtung AB als Momentenlinie 

eines durch die Änderungen ( — A'^j), ( — A'^^)' belasteten, 

einfachen Balkens A' B' gezeichnet (vergl. §4 , Gleichung (12). Diesem 
Polygon ist die Einflufslinie für die Senkung 8 des Punktes C Wirken 
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nnn auf das Fachwerk die beiden Kräfte P und X, und miJGst man 
unter P die Polygonordinate tt) und unter C die Ordinate c, so folgt 

8 = Py) — Xc. 
Aus der Bedingung 5 = ergibt sich 

X=P-^- 


Es ist also das Biegungs polygen A' DB' die Einflufslinie fQr X, und — 

ist der Multiplikator f&r diese Linie. 

Der Elastizitätsmodul E darf bei gleichem Materiale sämtlicher 
Stäbe beliebig grofs angenommen werden, da es nur auf das gegen- 
seitige Verhältnis von f\ und c ankommt, und ebenso leuchtet ein, dafs 
A' DB' ein mit beliebigem Polabstande zu den Lasten ( — A'^) ge- 
zeichnetes Seilpolygon sein darf. 

Aufgabe 4. Einflufslinien für die Widerstände X* und 
X" der Mittelstützen des in Fig. 63a dargestellten, in den 
Knotenpunkten der unteren Gurtung belasteten kontinuier- 
lichen Fachwerkträgers mit 4 Stützpunkten. 

Man beseitige die Mittelstützen, verwandle also den Träger in einen 
einfachen Balken A B^ berechne diejenigen Spannkräfte S' und Spannungen 
, S' 


c = 


F 


welche eine im 



Punkte C' wirksame, senk- 
rechte, abwärts gerichtete 
Last „Eins" hervorbringt 
und zeichne das den Span- 
nungen q' entsprechende 
Biegungspolygon A' L' B' 
der Gurtung AB*, es 
stimmt mit dem Momenten- 
polygone eines mit den 

Randwinkeländerungen 
(— A'*,), (— A'^,).... 
belasteten einfachen Bal- 
kens A' B' überein. 

In gleicher Weise wird dasjenige Biegungspolygon A" L" B" der 
Gurtung ^P ermittelt, welches eine im Punkte C angreifende Last 
„Eins*' verursacht. 

Es sind nun A' V B' und A" L" B" die Einflufslinien für die 
Senkungen 8' und 8" der Punkte C' und C" des einfachen Balkens 
ABy und es erzeugen somit die drei Kräfte P, X' und X" zusammen 


Fig. 63 a, b, o, d. 


— 64 — 

die Durchbiegnngen 

h' = Pr{ —X'c— X" c" und 
r = Pr(' — X'd'—X''d'\ 
wobei c mid c" die anter den Stützpunkten C' und C" gemessenen 
Ordinaten des Polygons ä' L' B' und d' und d" die entsprechenden 
Ordinaten des Polygons ä" L" B" sind. 

Aus den Bedingungen S' = und h" = ergeben sich zur Be- 
rechnung von X' und X" die Gleichungen 

X'c' +r'e" =Py)' 
X'd'-\-r'd" =Py{' 


und aus diesen folgt: 


Y) — Tf) 


r= ^i> 

e — a — T#- 
a 

Sind die Ordinaten des in Fig. 63b gestrichelten Polygons A'RB'^ 
ff 

gleich den mit -tt? multiplizierten Ordinaten tq" des Polygons ä" L" B'\ 

d 

und ist der Unterschied der Ordinaten der Polygone A' V B' und A' EB\ 

unter P gemessen, = t) und, unter der Stütze C' gemessen, = c, so folgt 

•*) = TQ — f[ -377 und 

a 

// 

c = c — d' -rn , und es ergibt sich 
d 

C 

Da es nun, um X' zu bestimmen, nur auf das Verhältnis — an- 

c 

kommt, so leuchtet sofort folgende einfache Konstruktion der Einflufs- 
linie für X' ein. 

Man zeichne Fig. 63d zu den als senkrechte Lasten aufzufassenden 
Band Winkeländerungen ( — A'^j), ( — A'^,) mit beliebigem Pol- 
abstande ein Seilpolygon A^LB^, welches die Senkrechte durch den 
Stützpunkt C" in J und die Senkrechten durch die Endstützen in A^ 
und B^ schneiden möge. Hierauf zeichne man zu den Änderungen 

( — A"^i), ( — A"^,) ein durch die 3 Punkte A^, J und B^ 

gehendes Seilpolygon. MiTst man jetzt unter P den senkrechten Ab- 
stand Y] der beiden Seilpolygone und unter der Stütze C' den Abstand c, 
so folgt 
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Es ist also die in Fig. 68 d schraffierte Fläche die Einflnlsfläche 
fOr X'; dieselbe ist links von der Stütze 0'' positiv, rechts von dieser 

Stütze negativ. Der Wert — ist der Multiplikator der Finflufsfläche. 

In gleicher Weise wird die Einflnfsfläche für X'' gefunden. 

Sind sämtliche Stäbe ans gleichem Materiale, so darf bei Berech- 
nung der Winkeländerungen der Elastizitätsmodul beliebig grofs ange- 
nommen werden. 

Aufgabe 5« Oesucht der Horizontalschub X des bei A 
and B festgelagerten Bogenträgers in Fig. 64. Es handelt sich 
um den EinfluTs einer der Reihe nach in sämtlichen Knotenpunkten 


Flg. 64 a. 


Flg. 64 b. 


Flg. 64 c. 



der oberen, wagerechten Ourtung angreifenden Last P, und gleichzeitig 
soll der EinflulB einer Änderung der Anfangstemperatur und eines 
Nachgebens der Widerlager bestimmt werden. 

Zuerst wird angenommen, dalB auf das Fachwerk nur zwei in Ä 
imd B angreifende, nach aufsen gerichtete wagerechte Kräfte „Eins" 
wirken. Es entstehen Spannkräfte S\ Spannungen c' und Änderungen 
A'^ der oberen Randwinkel, und man erhält die entsprechende Biegungs- 
fläche der oberen Gurtung, wenn man die den Lasten A^^|, A'^g? • * - * 
entsprechende Momentenfläche A'LB' eines an den Enden A' und B' frei 
aufliegenden Balkens bestimmt und zu dieser das Trapez Ä X' B" B( hinzu- 

Müller-BreBlftUf Die neueren Methoden der Festigkeltalehre. 5 
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fügt, dessen Endhöhen gleich den (eben&lls fUr den Belastongsssustand 

in Fig. 64b berechneten) YerktLrznngen 5o ^^<^ ^» ^^^ Endvertikalen sind. 

Hierauf wird die dem Belastnngsznstande in Fig. 64b entsprechende 

Verlängerung ^ der Sehne AB berechnet; sie ist nach § 6, Gleichung (18): 

(I) $ = ASA'^ + i<j'-^, 

.0 1 -ß' 

wobei sich die erste Summe über sämtliche Bandwinkeländerungen der 
oberen Gurtung erstreckt und die zweite die Spannungen c' in sämt- 
lichen Stäben dieser Gortung umfafst. 

Nunmehr lassen sich folgende Schlüsse ziehen: 

1) Die in Ä und B wirksamen wagerechten Kräfte 1 Terschieben 
den Knotenpunkt m um h^ senkrecht nach abwärts, mithin wird 
eine in m angreifende Last „Eins^ eine VergrOlisening der Stütz- 
weite um h^ herrorbringen, und eine in m angreifende Last P 
wird AZ = P • 8« erzeugen. 

2) Der Horizontalschub X verursacht für sich allein 

M = —Xt 

3) Eine gleichmäüsige Änderung der Anfangstemperatur sämtlicher 
Stäbe um t bedingt 

a; = gtl. 

4) SoU sich bei gleichzeitigem Wirken von P und X sowie der 
Temperaturänderung die Stützweite l um einen vorgeschriebenen 
Wert AZ ändern, so besteht die Bedingung 

AZ = Ph^ — X^ + Ul, 
und aus dieser ergibt sich 

(H) X=^^-^=-=5-p —' 

Inabesondere lautet also die Gleichung der gesuchten Einflublinie 
für X: 

PK 

Bei gleichem Materiale sämtlicher Stäbe darf die Berechnung der 
A'^ und der Strecke ^ unter der Annahme £=1 erfolgen. Es muHs 
dann in Gleichung (II) gesetzt werden: 

e^ an Stelle von e und 

AI^„ « „ A/. 

ZahlenbeiBpiel au Auüsabe 5. Es möge der bereits im § 2, 

Seite 29, für den Fall einer vollen Belastung untersuchte, in Fig. 28 

dargestellte Bogenträger vorliegen. Die über den Träger wandernde 

Last P= 1 greife der Reihe nach in sämtlichen Knotenpunkten der 
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oberen Oartnng an. In Fig. 28 geben die links Ton der Mitte an die 

St&be gesetzten Zahlen die Stablängen 5 in cm an nnd die Zahlen rechte 

Yon der lütte die Stabqnerschnitte F in qcm, während in Fig. 29 die 

in Tonnen ausgedrückten, durch die in A und B angreifenden Kräfte 1 

erzeugten Spannkräfte S eingetragen sind. 

In der (der Deutlichkeit der Zahlen wegen verzerrt gezeichneten) 

Trägerskizze in Fig. 65 bedeuten die an die Stäbe geschriebenen Zahlen 

S' 
die Spannungen a' = — - in Tonnen für das qdm und die in die Winkel 

gesetzt^ Zahlen die Eotangenten dieser Winkel. Aus diesen Zahlen 
ergeben sieh — mit j& = 1 — die folgenden Änderungen der Band- 
winkel der oberen Gurtung (vergl. § 4, Oleichung (16), Seite 40): 



Fi«. 65. 

A'% = (0,92 + 0,90) 0,450 + (0,92 — 1,24) 0,352 + (— 1,00 

— 1,24) 1,050 = — 1,42 
A'^, =(1,24 + 1,07) 0,952 + (1,24 + 1,00) 1,050 + (1,42 

+ 1,00)0,350 + (1,42 — 1,74)0,719 + (—1,08— 1,74)0,700 

= + 8,19 
A'*, = (1,74 + 1,90) 1,429 + (1,74 + 1,08) 0,700 + (2,21 

+ 1,08)0,250+(2,21 — 2,60) l,268 + (— 1,00 — 2,60)0,450 

= + 7,84. 
A'^3 = (2,60 + 2,91) • 2,222 + (2,60 + 1,00) 0,450 + (8,87 

+ l,00)0,150+(8,87—3,48)2,122 + (— 0,50 — 3,48)0,800 

= + 11,63 

5* 
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^'\ = (3,48 + 4,00) 3,883 + (3,48 + 0,50) 0,300 + (5,00 
+ 0,50) 0,050 + (5,00 — 2,06) 8,292 + (0 — 2,06) 0,250 
= 35,56 
A'5^5 = [(2,06 + 5,00) 4,000 + (2,06 — 0) 0,250] 2 = 55,25 
und es folgt nach Gleichung (I) (wegen A = 80 dm und X = 20 dm) 
$=802A'^ + 20Sa' 
= 80 [(— 1,42 + 8,19 + 7,34 + 11,68 + 35,56) 2 + 55,25] 
+ 20 [— 1,07 — 1,90 — 2,91 — 4,00 — 5,00] 2 = 4440,8. 
Die Ordinalen des Momentenpolygones eines mit den Winkel- 

ändernngen A^^^, A^tr, belasteten, einfadien Balkens ä'B' sind: 

Ml = 1706,9; M, = 8350,0; M^ = 4846,8; 
M4 = 6110,0; M5 = 6662,5; 
fügt man zu ihnen die Verkürznng der Endvertikale, welche (für ^= 1) 
gleich ( — a'h) = 0,90 • 80 = 27 ist, so erhält man die dem Elastizitäts- 
modul E= 1 entspredienden Ordinaten des Biegungspol jgons der oberen 
Ourtung: 

»0 = 27; 81 = 1738,9; 8, = 3377,0; 55=4878,3; 
S^ = 6137,0; 8ß = 6689,5, 
und es ergeben sich jetzt die Ordinaten der gesuchten Einfluislinie für Xi 

So ^ 27 
S 4440,3 


^o=-?- = -:^ = 0,01 


^ hl 1733,9 

^^=t=i4iö,y=^'''^-^-^- 

X, = 0,76; -X3 = 1,10; X^ — 1,38; X5 = 1,51. 
Liegt nun beispielsweise der in Fig. 28 dargestellte Belastungsfall 
vor (Enotenpunktslasten 0,5 t und 1 t), so folgt 
X= [0,5 • 0,01 + 1,0 (0,89 + 0,76 + 1,10 + 1,38)] 2 + 1,0 • 1,50 

= 8,8 t, 
ein Ergebnis, welches mit dem auf Seite 23 erhaltenen übereinstimmt. 
Der EinfluGs einer Änderung der Temperatur und einer Ver- 
schiebung der Widerlager ist 

^ „ ttl — AZ 

worein für Schweüjseisen J^ = 200000 t für das qdm und e = 0,000012 

zu setzen ist. Eine Erhöhung der Temperatur um ^ = 40 "^ erzeugt 

(wegen l = 800 dm) 

„ 200000 • 0,000012 • 40 • 200 ^ „ 
^= 444Ö;3 = ^'^ ^ 

und eine Verschiebung A2=0,ldm bedingt 

:, = _ ^2|^.l = _ 4.5 t. (Vergl. Seite 32.) 
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§ 10. 

Bemerkungen Aber die angenBherte Berechnung der statisch 
nicht bestimmbaren Grofsen X ebener Fachwerkträger. 

Die genaue Berechnung von nen zu entwerfenden, statisch an- 
bestimmten Fachwerken wird durch den Umstand sehr erschwert, dafs 

die Qröfsen X\ X'\ von den Querschnitten sttmtlicher Stäbe 

oder — wenn es sich nur um den Einflufs der Belastung handelt — von 
dem gegenseitigen Verhältnisse dieser Querschnitte abhängen. Es müssen 
deshalb die Querschnittsflächen zunächst abgeschätzt und hierauf an der 
Hand der Ergebnisse 
der schärferen ünter- 
suchunggeändert wer- 
den. Bei wesentlichen 
Abweichungen zwi- 
schen den so erhal- 
tenen und zuerst an- 
genommenen Quer- 
schnitten mufs dici 
ganze Rechnung wie- 
derholt werden. 

In sehr vielen, für 
die Praxis besonders 
wichtigen Fällen läfst 
sich nun eine wesent- 
liche Abkürzung (ohne 
dafs die Ergebnisse 
der Rechnung an Zu- 
verlässigkeit einbü- 
fsen) dadurch erzielen, 
dafs bei der Berechnung der Gröfsen X*, X" die Form- 
änderungen der Wandglieder des Hauptnetzes vernachläfsigt 
und hinsichtlich der Querschnitte der Gurtungen verein- 
fachende Annahmen (z. B. Einführung eines gleichen Quer- 
schnittes für die Stäbe einer Gurtung) gemacht werden. 

Ein Beispiel möge den Vorgang erläutern. 

Es handele sich um die Berechnung der Einflulslinie für den 
Horizontalschnb X des in Fig. 66 dargestellten Bogenträgers , dessen 
Spannkräfte, wie im § 2, auf die Form 

S=So—S'X 
gebracht werden sollen. Die Spannkräfte S' entstehen, sobald P = 
and X= — 1 wird, und zur Berechnung von X dient die Gleichung: 
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2 


S'SoS 


X=——r^— (vergl. § 2, Seite 30), 

EF 
wofür geschrieben werden darf (nach § 9): 


EF 

wenn 5' die unter der Last P gemessene Ordinate des Biegnngspolygons 
der oberen Gnrtnng für den Belastongsfall (P= und X= — 1) be- 
deutet. Dieses Polygon stimmt, wenn nur die Formändemngen der Gurt- 
stäbe bertlcksichtigt werden sollen, mit dem Momentenpolygon A'LB' 
eines einfachen Balkens A'B' überein, auf den senkrechte Lasten 

ir^ = — ^^"/^^ß- =_^LfüL (nach Gleichung (17), Seite 44) 
und 

^^^_^ AK>secTr> ^_^^^ ^^^^^ Gleichung (17a), Seite 44) 

wirken, welche bezw. durch die Knotenpunkte der unteren und der 
oberen Gurtung gehen. Hierbei ist 

r«, das Lot vom Knotenpunkte m auf den Stab o«. 

In den Gurtstäben o^ und u«, entstehen im Belastungsfalle (P = 
und X = — 1) die mit Hilfe der Bitterschen Methode leicht nachzu- 
weisenden Spannkräfte: 


Ö'^ = — 1 . -^ und t;'» = + 1 

unter y«, und y^ die auf die Wagerechte AB bezogenen Ordinaten der 
Punkte m und k verstanden, und es folgt, wenn F^ und Fj, die Quer- 
schnitte der Stäbe o^ und Uj, bedeuten, 

"• ^ ~^F~ ^ <** = -^y- mithin 

Diese Werte w darf man — ein konstantes E vorausgesetzt — 
ersetzen durch 

ymO« Fe _. _ yuuj, F, 


wobei Fe eine beliebige Querschnittfläche ist (vergl. § 2, Seite 27); nur 
muis man dann schreiben: 
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5' 
X=P ^—r 


F 


Für einen Stab o«, der oberen Gurtnng ist 

s 8 — = 0^0^ -p- = -p---y- = y-.«^-.7 

und für einen Stab Uj, der unteren Gnrtung 

nnd es folgt, wenn zur Kürzung gesetzt wird: 

X = P 


Die Summe im Nenner des Wertes X erstreckt sich über alle 
Werte «,« und Zj,. 

Es ist statthaft, für sämtliche Stäbe der oberen Gurtung denselben 
Querschnitt F^, anzunehmen und für sämtliche Stäbe der unteren Gur- 
tung denselben Querschnitt F^, Setzt man dann die willkürliche Qaer- 
schnittfläche Fa = Fo, so ist für alle Stäbe o„: 

■^« Fo tfmOm 

= -^ = 1, mithm w^ = — -j — 


Fn. F„ rl 

und für alle Stäbe Uj,: 

Fe Fo yj,u^ F. 

= -;;;— , mithm M'ifc = — -j 


Fu F. ' * rl F^' 

und es wird sich empfehlen: 

1) ein Momentenpol jgon A^'BB" zu zeichnen, entsprechend den 
durch die Knotenpunkte m der unteren Gurtung gehenden Lasten 

ymO^ 


w. 


a ' 


2) desgleichen ein Momentenpolygon ä"'TB"', entsprechend den 
durch die Knotenpunkte k der oberen Gurtung gehenden Lasten 

wj, = -^^ - (statt fr;t = -—2 - • ^r) » 

3) die beiden Summen zu berechnen: 


2_2?^ indS=2^ 


aas denen sich dann 


ergibt. 
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Sind nun 8 und 8 die unter der Last P gemessenen Ordinaten 
der Momentenpolygone ä"RB" und .4'" TB'", so ist offenbar 

F 




F. 


%Lnd man ist jetzt im stände, für verschiedene Verhältnisse -=- eine Reihe 

■Fu 

^on Einflufslinien für X zu zeichnen und durch vergleichende Rechnungen 

F 

festzustellen, welchen EinfluXs die Wahl des Verhältnisses -=7- auf die 

Ftt 

Spannkräfte S besitzt. 

Betont werde noch, daüs in dem Falle einer von der Wagerechten 

wenig abweichenden oder mit dieser zusammenfallenden Gurtung unter 

-^ das mittlere Verhältnis der Querschnitte 

der oberen und unteren Ourtstäbe in der 

Nähe des Scheitels zu verstehen ist, weil 

die Längenänderungen der hier gelegenen 

Gurtstäbe einen besonderen Einflufs auf X 

ausüben, und dafs es sich bei der geringen 

Höhe, welche derartige Bogenträger in der Regel 

im Scheitel erhalten, empfiehlt (wenigstens für 

F 
die erste Berechnung) — ^ = l zu wählen. 

In gleicher Weise kann auch der Fachwerkbogen mit senkrechten 
Wandgliedern berechnet werden; hier fallen je zwei Lasten w in die- 
selbe Senkrechte, Fig. 67. 



§ 11. 

Die Ca^tlglianosehen Lehrsätze über die Form&iideruiigsarbelt. 

1. Der Satz von der kleinsten FormändeningBarbeit. Wir 

betrachten ein statisch unbestimmtes Fachwerk mit spannungslosem An- 
fangszustande, nehmen an, dafs der anfängliche Temperaturzustand be- 
stehen bleibt, dals also die Änderungen der Stablängen durch die 


♦) Der HoiTZontalfichub infolge einer gleichmäfsigen Erhöhmig der Anfangs- 
temperator um t wird, nach § 2, Seite 30 und 81, 


X = 


tEFctl 


zEFotl 


^^'•^ 


s+ 


^•2 

u 2 


-Fl 
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Ss 
Gleichung A9 = —~ gegeben sind, and setzen festliegende oder über 

reibungslose Lager gleitende Stützpunkte voraus. Es sind dann sämt- 
liche Verschiebungen Ac = 0, und die statisch nicht bestimmbaren Gröfsen 
X'j X'\ X'" haben (nach Seite 24) den Gleichungen zu gentigen: 

^^bx'^''='^-^x'r-EF='' 

(24) { ^ »5 . ^^S Ss 


welche man durch die Forderung ersetzen darf: 

Es müssen die Gröfsen X\ X'\ den Ausdruck 

2 

Ä = 2 - zu einem Minimum machen, 

2EF 

In der Tat stimmen die aus der Bedingung A = fninimum ge- 
folgerten Gleichungen 

dA ^ dS Ss 


dX' dX' EF 

dA ^ cS Ss 


dX dX EF 

mit den Gleichungen (24) überein.*) 

Der Wert A läfst sich in einfacher Weise deuten. Verlängert 
sich ein Fachwerkstab unter dem Einflüsse einer von bis 5 wachsenden 

Spannkraft allmählich um die Strecke A« = -=-=; , so wird er in dem 

E F 

Augenblicke, in welchem die Verlängerung den zwischen und A» 

EFx 
liegenden Wert x erreicht hat, durch die Kraft 5, = gespannt. 

Schreitet die Verlängerung um dx fort, so leistet S, die Arbeit 

EF 

Sjc' dx = xdx, 

s 

und es ist somit die gesamte Formänderungsarbeit des Stabes: 


*) Dafs A ein Minimum und nicht ein Maximum wird, lehrt die Unter- 
suchmig des zweiten DifFerentialquotienten. Es ist ^r^r^, = S * -^-^ 

t ^ ^« 

= 2-J?^5'undl4^-,===2-|4-#|7 = 24l^, also positiv. 
EF ^X « EF dX EF ' ^ 
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EF f ^ EFi^sY EF / Sa \* Ss 


EF r _EF(A8y^EF^/^\ 
^ jx X— ^ 2~2« \Ef) 


8 J 8 2 2« \EFJ 2EF' 



and diejenige des Fachwerks 

9 

^ S8 

-4 = 2 — — • 
2EF 

Es folgt mithin der hinsichtlich seiner Giltigkeit an die im Eingange 
dieses Paragraphen gemachten Annahmen Ac = and t = and an die 
Voraassetzang eines spannnngslosen An&ngszastandes gebnndene Satz: 
Werden die Spannkräfte S eines etatiech unbestimmten Fach- 
werke als Funktionen der unabhängigen Veränderlichen X', X!\ .... 
iJ^ufgefafsty so müssen den Oröfsen X diejenigen Werte beigdegt wer- 
den, wdche die Formänderungsarbeit A zu einem Minimum machen. 
2. Der Satz von der Abgeleiteten der FormSndenmgearbeit. 
Die Arbeitsgleichnng eines Fachwerks laatet bei festliegenden oder über 
reibungslose Lager gleitenden Sttttzpankten (vergl. § 3, Gleichang (12) 

PjSi +P,8, + . . . . + P^8^ + . . . . +PA= Sä'A«; 
sie gilt für beliebige, genügend kleine, zasam mengehörige Yerschiebangen 
h and äkS and für beliebige Werte der Lasten P, and es dürfen somit 
bei der teilweisen Differentation dieser Gleichang nach P«, sämtliche 
S and A« sowie alle Lasten P| bis P^-i and Pm+i bis P» als Kon- 
stanten aafge&Ist werden. Es ergibt sich 

Ss 
and, wenn A« = -=^ ist, wenn also die dem spannnngslosen An&ngs- 

znstande entsprechenden Temperaturen angeändert bleiben, 

(25) K=jyj 

Für den Fall: äc = and ^ = and unter der Voraassetzang 
eines spannungslosen Anfangszustandes gilt somit der zuerst von Oasti- 
gliano bewiesene Satz: 

Die Verschiffung i^ des Angriffspunktes m einer Last P«, im 
Sinne von P^ ist gleich der nach P^ gebildeten teilweisen Ah- 
geleiteten der FormänderungsarbeU A des Fachwerks. 
Bei der Anwendung dieses Satzes ist zu beachten, dafs man die 
Spannkräfte in den überzähligen Stäben und die überzähligen Stützen- 
widerstände stets als Lasten auffassen darf, welche auf das Hauptnetfc 
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wirken. Es ist ans diesem Grnnde znlässig, nnter Ä nnr die Form- 
ändemngsarbeit für die dem statisch bestimmten Hauptnetze angehörigen 

Stftbe zn yerstehen und -^-^ == -r-^ zu setzen, d. h. bei der Berech- 

'ÖÄ 

nnng der Abgeleiteten -^-^ die Gröfsen X als Eonstanten zu betrachten. 

Die Ausdehnung von Ä über das ganze Fachwerk, entsprechend 
dem Wortlaute des oben gegebenen Satzes, und die Behandlung der X 
als Funktionen der Lasten P führt natürlich zu demselben Ergebnisse. 
Man mui^ dann setzen: 

^s ds, ..^x'.,,^x" 


und, da für X stets Ausdrücke von der Form 

X^ = Zi Pi-{- z^ Pj + .... + 2f^ Pi» + 

X =■ Zi P| -J- 2^2 Pj I • • • • "t~ ^m Pm | 


gefunden werden, wobei sämtliche z von den P unabhängige Werte sind, 

= -:^-^ + S z^ +S z^ + und 


dP^ dp^ 

- EF dP^^ "^ EF ^ "^ EF ^ 

Nun ist aber Sä'Aä = 0, 25"A« = 0, (vergl. Seite 25), 

d. h. S = 0, S = 0, 

EF EF ^' • • • 

und es ergibt sich, genau wie bei der obigen Auffassung, 

EF dP^ 
8. Beraoksiohtifirong einer Änderung des Temperatursu* 

Standes. Ändert sich die Anfemgstemperatur in allen Punkten eines 

Fachwerkstabes um den gleichen, gegebenen Betrag ty so ist 

und es gehen die Gleichungen (24), denen die Gröfsen X bei fesÜiegendeu 
oder über reibungslose Lager gleitenden Stützpunkten genügen müssen 
über in 

\, dS / Ss , \ ^ ' 


(26) 


^ dS / Ss , \ 


0ie führen zu dem für den Fall Ac = und bei Bestehen eines spannungs- 
losen An&ngszustandes giltigen Satze: 
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Die atatisch nicht bestimmbaren Gröfsen X müssen den Ausdruck 

(27) ^ = S2~-f-Ss<Ss 

ZU einem Mnimujn machen*) 
Die für die Yerschiebmig 5^ des Angriffspunktes m der Last P« 
im Sinne von P„ abgeleitete Gleichung 

geht über in 

d{^—-A-:SttS8\ 

^'•'=^jfS'w^'V= ?p„ 

und fuhrt zu dem hinsichtlich seiner Giltigkeit an dieselben Voraus- 
setzungen wie der Satz Ai = Minimum gebundenen ebenfalls zuerst von 
Oastigliano bewiesenen Satze: 

(28) 8« = |A, 

bei dessen Benutzung wieder zu beachten ist, daÜB die GröÜBen X als 

Eonstanten aufgefafst werden dürfen, sobald At teilweise nach P^ 

differentiiert wird, und dafs sich mithin der Ausdruck Ai nur über die 

dem Hauptnetze angehörigen Stäbe zu erstrecken braucht. 

4. Berücksichtigung von Verschiebungen der Stützpunkte bei An- 
wendung der unter 1 bis 8 aufgestellten Sätze. Es verdient noch besonders 
hervoi^ehoben zu werden, dafs die für den Fall Ac = abgeleiteten Sätze 

Ai = minimum mid ^m = ^p* die Berechnung der Gröfeen X und der Ver- 

Schiebungen 8 auch dann ermöglichen, wenn sich die Angriffspunkte der Auflager- 
kräfte C bei der Formänderung des Fachwerks verschieben. Die Kräfte C dürfen 
nämlich nach § 1 stets als die Spannki-äfte in Stäben aufgefafst werden, welche 
gleiche Richtung wie die Kräfte C haben und die Stützpunkte mit auTserhalb 
des Fachwerks gelegenen festen Punkten (zuweilen auch mit festen Funkten des 
Fachwerks selbst) verbinden. Werden diesen Auflagerstäben solche Eigen- 
schaften beigelegt, dals ihre Längenänderungen mit den vorgeschriebenen Ver- 
schiebungep A c der Stützpunkte übereinstimmen, so sind sie als den Stützen voll- 
kommen gleichwertig aufzufassen, und man hat, wenn die Verschiebungen Ac 
• bei der Berechnung der X und 5 berücksichtigt werden sollen, nur nötig, den 
Ausdruck Ai auf die Auflagerstäbe mit auszudehnen, wobei für jeden Auflager- 
stab ein beliebiger Elastizitätsmodul und ein beliebiger Querschnitt angenommen 
werden darf. 

Bedeutet nun für einen Auflagerstab: 

c die Länge, Ec den Elastizitätsmodul, 

Fe den Querschnittsinhalt, te die Temperaturänderung, 

Cfl den Ausdehnungskoeffizienten für tc^=l', 

*) Es ist -^ = -|^ , also positiv. 
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Cc 

so ist Ac= -\-teUe, Mit J?«,Fc = oo wird Ac = fc«<«c, d. i. unabhängig 

hier e 

von (7, und man erhält: 

a 

wobei Ac als eine Eonstante zu betrachten ist. 

Beispiel. Handelt es sich um den Horizontalschub X des in Fig. 28, 
Seite 29 dargestellten Bogenträgers, dessen Stützweite l sich um A/ ändern möge, 
so denke man die Kämpfergelenke A und B durch einen Stab verbunden, in 
welchem die Spannkraft X wirksam ist und mache 

i 

zu einem Minimum. Es ergibt sich die Gleichung 

^X EF^ dX ^ 

Ist (wie im § 2, Seite 29) S=So — XS\ so f olgt -|4- = — -S^' imd 

cX 

-■SS'(S,-XS')-|^-3e««S' + AZ = 0, 

uDd hieraus ergibt sich, wie auf Seite 30, 


2^'* 


EF 


Abschnitt II, 

Biegungsfestigkeit gerader und einfach 

gekrümmter Stäbe. 

§ 12. 

Allgemeine besetze Ar Stäbe^ deren Qnersehnlttsabmessnngen 
im Terhältnis zu den Erttmmnngslialbmessem klein sind. 

1) ArbeitBgleiohiuig. Wird ein Stab, dessen Schwerpnnktsachse 
AB eine Linie einfacher Krümmung ist, durch äuTsere Kräfte ange- 
griffen, welche in der die Linie AB enthaltenden Ebene (Kräfteebene» 
Stabebene) liegen, so besitzen, bei im Verhältnis zur Länge des Stabes 
geringen Querschnittsabmessungen, auTser den Temperaturänderungen 
nur die senkrecht zu den Querschnittsteilchen wirkenden Spannungen 
(Normalspannungen) a einen wesentlichen fünflufs auf die Form- 
änderung. Der Stab läfst sich, bei Vernachlässigung aller übrigen 
Spannungen, in unendlich kleine, annähernd prismatische Teilchen zer- 
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legen, welche daroh der Stabacbae parallele Spannkräfte S auf Zng oder 
auf Druck beansprucht werden (Fig. 69). . 

Bedeutet 
F die im allgemeinen Ter- 
änderliche Querschnitts- 
flftche des Stabes, 
da die Länge des zwischen 
den unendlich nahen 
Querschnitten I und II 
gelegenen Elementes der 
Stabachse, 
ds, die dem Bogenelemente 
ds parallele Länge ir- 
gend euiei^^erjswiscfaen 
I und n gedacnten/> un- 
endlich kleinen Pri3men, 
c die Normalspannung für den Endquerschnitt dF dieses Prismas, 
h}d8^ die Strecke, um welche sich ds, infolge irgend einer geringen 

Verbiegung des Stabes ändert, 
so ist 

S=adF, 
und es ergibt sich, mit Vernachlässigung der Änderungen der 
Querschnittsabmessungen, die virtuelle Formänderungs*Arbeit 

' dVf wobei 



Flg. 69. 


I S'^ds, = ja 


Bezeichnet nun, wie im Ab- 


d$, 

dV=^d8,dF 
den Inhalt des Stabteilchens bedeutet, 
schnitte I auf Seite 22: 
P eine Last, 
C eine Auflagerkraft, 

& die durch jene Lds, bedingte Verschiebung des Angriffspunktes 
▼on P im Sinne von P, 
Ac die durch jene Lds, bedingte Verschiebung des Angriffspunktes 
von C im Sinne von C, 
und wird angenommen, dafs die äuüseren und inneren Kräfte mit- 
einander im Gleichgewichte sind, so folgt, wenn die Gewichte der Stab- 
teilchen zu den Lasten gerechnet werden, aus dem Satze von den vir- 
tuellen Verschiebungen die Arbeitsgleichung: 

bids. 


(28) SPS + SCAc 


=/' 


da^ 


dV, 


welche für beliebige mögliche Verschiebungen h, Ac und Lda, gilt, 
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sobald diese nnr klein genug sind, nm als verschwindende Gröfsen anf- 
gefaüst werden zu dürfen. 

In den meisten Fällen der Anwendung handelt es sich um Stäbe, 
deren Querschnittsabmessungen, verglichen mit den Erümmnngshalb- 
messem r, so gering sind, daüs es zulässig ist, dSp = ds za setzen und 
die Spannungen a genau so zu berechnen, als sei an der betrachteten 
Stelle r = oo, d. h. der Stab gerade. Wir wollen auch (ausgenommen 
sind die genaueren Entwicklungen im § 21) mit dieser vereinfachenden 
Annahme rechnen, trotzdem aber die Bezeichnung ds^ beibehalten, um 
die Verschiedenheit der Lagen, nicht der Längen, der Stabteilchen 
zu kennzeichnen. 

2) Bedfagnugagleiohnngen nr Bereohnnng statLioh nioht 
bestimmbarer Grölten, unter gewissen vereinfachenden Annahmen 
gelingt es mit Hilfe der Oleichgewichtsbedingungen, die Spannungen a 
ebenso wie die Auflagerkräfte C als geradlinige Funktionen der ge- 
gebenen Lasten P und gewisser statisch nicht bestimmbarer OrOäen 
X', X", X"' darzustellen : sie erscheinen dann in den für be- 
liebige Werte der P und X gttltigen Formen: 

(j = (j, + (j' jT + a"X'' + <j'"jr" + 

jc7=Co + c'jr+c"-y" + c'"-r"+ , 

wobei o', a", c" , C\ C'\ C'" gegebene, von den Lasten P und den 

GrÖisenX unabhängige Koeffizienten sind, während ^o und C^ die als gerad- 
linige Funktionen der EräffceP darstellbaren Spannungen und Auflagerkräfte 
ftlr deiyenigen statisch bestimmten Belastungszustand bedeuten, welcher 
entsteht, sobald alle statisch nicht bestimmbaren Gröfsen X verschwinden. 

Wird X' = 1 angenommen, und werden gleichzeitig alle Lasten P, 

sowie die übrigen statisch nicht bestimmbaren GrOfisen X!\ X!'\ 

gleich Null gesetzt, so entsteht ein Belastungsfall, welcher „Zustand 
X! = 1^' heifsen soll, und welchem die Spannungen c und Auflager* 
kräfbe C' entsprechen, und in gleicher Weise soll in der Folge von 
Zuständen X" =^ 1 oder X'" = 1 u. s. w. gesprochen werden. 

Die Arbeitsgleichung für den Zustand X' ^=1 bildet einen be- 
sonderen Fall der Arbeitsgleichung (28); sie ergibt sich aus jener, so- 
bald P=0, C = C' und G=^c gesetzt wird und lautet: 


(29) 


(30) 


ds^ 
und ganz entsprechend wird gefunden: 

SC"Ac= \c'^4^dV, 

ds„ 


=/' 


2C"'Ac=fs"'-^P^dr, 

J ^0' 
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Die Gleichungen (30), deren Anzahl mit derjenigen der unbe- 
kannten X übereinstimmt, ermöglichen die Berechnung dieser Gröfsen; 
man hat nur nötig, sie auf die wirklichen elastischen Verschiebungen 
Ac und Lds^ anzuwenden. Die Ac werden meistens geschätzt (vergl. § 2, 
Seite 25) und die ^ds^ unter der Voraussetzung eines spannungslosen 
Anfangszustandes als Funktionen der Spannungen a und Temperatur- 
änderungen t dargestellt. Es ist dann nach Gleichung (10): 

und es folgen somit die Bedingungsgleichungen: 


(82) 


L'= (^ d r+ [ttcd V 

r'=[^dv+Ltc"dv 


in denen Zf^ = 2C'A(;, L'' = ^C'' Ic die virtuellen Arbeiten 

der den Zuständen JC' = 1, X" = 1 u. s. w. entsprechenden Auflager- 
kräfbe bedeuten. 

Bringt man die dem wirklichen BelastungsziXstande entsprechende 
virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte auf die Form 

ä = «0 + 81'jr + 2t" js:" + «"'Jf '" -I- , 

wobei äo, 21', 81", SK"' . . . . Gröfsen vorstellen, welche von den 
Werten X und (mit Ausnahme von SIq) von den Lasten P unabhängig 
sind, so ist: 

r = r, r' = r', 

Beachtet man nun, daÜB 

, _ de „ _ da 

"^ ~'dx^' "^ ~ dx' 

ist, so sieht man ein, dafs die Gleichung: 

welche auch unmittelbar durch teilweise Differentiation der Gleichung (28) 
erhalten werden kann, als allgemeine Form der Bedingungsgleichungen 
(32) aufgefafst werden darf; man braucht nur X der Beihe nach durch 
X\ X'' .... zu ersetzen, um die Gleichungen (32) zu erhalten. Z» be- 
deutet die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte für den Zu- 
stand X= 1. 

Führt man die Bezeichnung ein: 

(34) ^,= /——--+ UtadV, 


=m--f 


— BI- 
SO kann man Gleiobnng (33) noch kürzer schreiben: 

m L=^. 

Für den besonderen Fall festliegender oder über reibungslose Lager glei- 
tender Stützen verschwindet die Arbeit L, und es ergibt sich die Bedingung 


(I) ^ = 0, also Ai = minimum. 


M 

Ist aufser L = auch /=:0, so folgt 

2E 


(n) / gp = nunimum, 


wobei / - die Formänderungsarbeit für den Fall f = vorstellt. Die vor- 

stehenden Sätze (I) und (II) entsprechen den für das Fachwerk im § 11 unter 
8 bezw. 1 abgeleiteten ; sie ergeben sich sofort aus jenen, sobald die Spannkraft S 
des Fachwerkstabes ersetzt wird durch adF^ der Stab-Inhalt sF durch dV und 


das Zeichen 2 durch das Zeichen 


/ 


3) Bestimmung der Versohiebuxig 8 irgend eines in der 
Krfiiteebene gelegenen Punktes des Stabes nach irgend einer 
in die Kräfteebene flEülenden Biohtung. Werden die auf den St,ab 
wirkenden Lasten mit P^, P^ - • • • -^«i - • - • ^« bezeichnet, ihre An- 
griffspunkte mit 1, 2j . , , m . . , n und die Verschiebungen dieser 
Punkte im Sinne der entsprechenden P mit 5|, S^ . . . 5«, . . . S., 
80 lautet die Arbeitsgleichung: 

P,8i + P,8, . . . + P^8^ +.... + p^8, + 2CAc = fa-^^dV; 

sie gilt ftlr beliebige zusammengehörige Verschiebungen 8, Ac und i^ds, 
und für beliebige Werte der Lasten P und statisch nicht bestimmbaren 
GTÖlsen X und liefert unmittelbar einen einfachen Ausdruck für die 
Verschiebung 8«,? sobald sämtliche GrOiBen X sowie die Lasten P^ bis 
P^^i und Pm+i bis P« gleich Null gesetzt werden, während P^ = 1 
angenommen wird. Es entsteht dann ein statisch bestimmter Stab, 
welcher der Hauptträger genannt werden möge, und an welchem 
auiüser P^^ = 1 noch die durch diese Last hervorgerufenen Auflager- 

kräfte C angreifet, während im Innern gewisse Spannungen a erzeugt 
werden. Die obige Arbeitsgleichung geht über in 

(36) 8^ + SCAc= Ta-^^iir 

und gestattet, die durch einen beliebigen Belastungs- und Temperatur- 
zustand verursachte Verschiebung 8^ aus den diesem Zustande ent- 
sprechmden Verschiebungen Ac und las, zu berechnen. Insbesondere 
ergibt sich mit 

Mftller-Bresl»a, Die neueren Metboden der FeetlgkelUlebr^ Q 
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= -7r + ee 


d8, E 

der Wert 

(37) 8^ = 


h^=[^(^-\-U^dV—L 


wobei L die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte für den 
durch P^^ \ belasteten Hauptträger bezeichnet. 

Denselben Ausdruck für 8^ erhält man — in anderer Form — : 
durch teilweise Differentiation der allgemeinen Arbeitsgleichung nach 
der Last P^, wobei die 8, Ac und l^da^ als Eonstanten aufgefafst werden 
dürfen, da jene Arbeitsgleichung für beliebige zusammengehörige Werte 
dieser Verschiebungen gültig ist. Man gelangt zu 

and findet schliefslich das flbersichtliche Gesetz: 

(38) 8^=^^— S-^Ac, 


m '-■*«• 


wobei Ai durch die Gleichung (34) erklärt ist. 

Bei festliegenden oder über reibungslose Lagerfläohen gleitenden Stütz- 
punkten verschwinden sämtliche Ac; es ei^bt sich 

dPm 

und im Falle Ac = und t = folgt 


8« = 


die Formänderungsarbeit bedeutet. 

Mit Hilfe der entwickelten Gesetze ist man auch imstande, die 
Verschiebungen von solchen Punkten eines Stabes zu bestimmen, welche 
nicht Angriffspunkte von Lasten sind; man hat nur nötig, in dem 
fraglichen Punkte nach der Bichtung der gewünschten Verschiebung eine 
beliebig groise Last P hinzuzufügen und nachträglich P = zu setzen. 
Bedingung ist nur, daTs die Verschiebungsrichtung in die Eräfteebene fällt. 

Bedient man sich bei der Berechnung von 8 der Gleichung (38), 
so ist zu beachten, dafs nicht nur die Lasten P, sondern auch die 
Gröfsen X als unabhängige Veränderliche aufgefafst werden dürfen, dais 
es also zulässig ist, die X als Eonstanten anzusehen, sobald nach einer 
Last P differentiiert wird. Vergl. Seite 75. 

4) Auflager« AuTser den im § 1 (Fig. 1) angeführten festen 
und beweglichen Lagern, deren Widerstände durch die Angabe von 
zwei Seitenkräften oder einer Seitenkraft bestimmt sind, müssen bei 
den auf Biegungsfestigkeit beanspruchten Stäben noch Auflager unter- 



schieden werden, vrelche der im Sttttzpunkte an die Stabacbee gelegten 
Tangent« eine bestimmte Lage TOTScbreiben. Es kommen zwei Anord- 
nnngen in Betracbt. 

a) Feste Binapaunnng (Fig. 70). Bei vollkommener Starrheit 
des Btützenden KOrpers liegt der Sttltzpnnkt A fest, desgleichen die 
in ^ an die Stabachae 
gelegte Tangente ( Auf- 
iagertangent«). Der 

StUtzenwideratand 
Iftlflt sich zerlegen in 
Kwei SeitenkrKfte C^ 
nnd f7g und in ein 
ErHftepaar, dessen 
Moment M das Ein- 
spannnngamoment 
heilet. Verschiebt sich, 

infolge der inaatizitttt "*"" '^" '' 

dea atatzenden KBrpers, der Pnnkt A im Sinne Ton £7, am Ac^ nnd im 
Sinne Ton C^ nm Ac,, während sich die Aaflagertangente im Sinne des 
Momentes M nm t dreht, so leisten die Auflager kriLfte die virtnelle Arbeit 
CjAcj + C»Ac, +Mt.*) 

b) Lose Einspannnng (Pig. 71). Der Stutzpunkt A gleitet 
auf vorgeachriebener Bahn A B. Die Aaflagertangente liegt bei starrem 
StUtzkSrper fest. Der Statzenwiderstand zerfKllt in das Binspannnnga- 
moment M nnd in einen Oegendmok C, welcher bei glatter Bahn senk- 
recht ZM AB wirkt. Verschiebt sich A im Sinne von A nm A<r, während 
sich die Aaflagertangente im Sinne von M nm T dreht, so leisten die 
Auflage rkräft« die virtnelle Arbeit 

CÄc + Mt. 
o) Beispiel für die Berecbnang der Arbeiten L. Um die Ermitte- 
lang der in den Olei- 
chtmgen(32) vorkommen- 
den Arbeiten L', L", .... 
der Auflagerfcrätte für 
die Zostände X' ^=. 1, 
X" = 1, . . . , durch ein 
Beispiel zn erläutern, be- 
trachten wir einen bei 
A nnd B fest einge- 
spannten Bogenträger 
ohne Gelenke (F\%. 72). 
Die BeDkreohteD und 
wt^rechten Seitenkräfte 



♦) HinsichÜich der Arbeit des Momentes M vergt. Seite 59. 
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der Stützendrücke seien A, Bf H^^ H^, nnd die EiiiBpaiinaiigsmomente seien 
Ml nnd Mj. Infolge der Nachgiebigkeit der "Widerlager gehe über 

e in c+Ac, /in Z+AZ, 9© in 9o + ^9o7 9i ^'^ 9i + A9i; 
es leisten dann die Anflagerkrafte (wenn Ponkt B nnd die Wagerechte dnrch B 
festliegen) die virtnelle Arbeit 

(I) H = — ^Ac — fljAZ— MiA9o + M,A9i. 

Bedeutet R die Mittelkraft aus sämtlichen Lasten, a den Neigangswinkel 
von R gegen die Wagerechte, r das Lot von B anf R^ so bestehen die GleiCh- 
gewichtsbedingungen : 

(ü) ^1 + Ä cos a — flj = 
(ni) ^ — Äsina + B = 
(IV) ^Z — fijc — Är + Mi— M2 = 0. 

Da sich weitere statische Beziehungen zwischen den 6 Unbekannten Äy B, 
ITi, JET,, M| und M« nicht aufstellen lassen, so ist der Träger ein dreifach statisch 
unbestimmter. Werden Ä^ Hi und Mj als statisch nicht bestimmbare Gröfsen 
aufgefafst, so mufs der aus (IV) sich ergebende Wert: M^ = Al — HiC — jBr + M| 
in (I) eingeführt werden, worauf die Arbeit fi als Funktion der statisch nicht 
bestimmbaren Gröfsen in der Form 

% = A (ZA91 — Ac) — Hl (c A9i + AZ) + Ml (A9, — A90) — iJr A91 
erhalten wird, und es folgt schliefslich 

für den Zustand X' =^ ^1 der Wert L' =ZA9i- Ac 
„ „ „ X" =Hi = l „ „ L" = — (c A91 H- AZ) 

„ „ „ X"' = Mj = 1 „ „ I/'" = A91 — A90. 

5) Belastung durch, Kräftepaare. Drehung von Tangenten 
an die Stabaohse. Die in irgend einem Punkte m an die Stabachse 
gelegte Tangente TT (Fig. 73) können wir als starre Linie auffassen» 
welche mit dem Stabe fest verbunden ist. Wirkt auf diese Linie ein 

Eräftepaar, dessen Moment 
= 3R^ ist , so werden an 
den Auflagern gewisse Ge- 
gendrücke und im Stabe 
gewisse Spannungen her- 
Torgerufen. Es mOge m 
der Angriffspunkt des 
Eräftepaares heÜBen. 

Denken wir uns nun 
in gleicher Weise (aufser 
den bislang vorausgesetzten 
Lasten P) in beliebigen 
Punkten 1, 2, . . . . n der Stabachse Eräftepaare mit den Momenten Wl^y 
äR,? .... äK„ angreifend und bezeichnen mit t^, t^, . . . . x«, die Winkel, 
um welche sich die in den Punkten 1, 2, .... n an die Stabachse ge- 
legten Tangenten infolge der Umgestaltung des elastischen Stabes drehen, 

80 leisten die Eräftepaare die virtuelle Arbeit SKj t^ -|- 3K2 '^s "h • 

-f- 3K»T^, und es ergibt sich die Arbeitsgleichung: 



Fig. 73. 
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SP» + SWiTi + SKjTj + . . . aK«T« + . . . SK.T. + 2CAc 

Ad«. 


=/■ 


ds. 


dV. 


Sie gilt im Falle des Gleichgewichtes und bei verschwindend kleinen, 
möglichen Verschiebungen für beliebige Werte der Lasten P und Mo- 
mente 3!H^ und liefert, teilweise nach SU« dififerentiiert, die Beziehung: 

c*ö Lds, 

• dV, 


^« + 2^,^i-Ac = 


=/- 


^3Sl^ - j ^3JL ds^ 
aus welcher sich die (der Gleichung (38) gegenüberzustellende) Gleichung 


(88 a) T« = 


— S 


Ac 


^3R^ 93R^ 

ableiten ISTst; dieselbe ermöglicht die Berechnung des Drehungswinkele t 
jeder Tangente an die Stabachse. Tritt das Eräftepaar mit dem Mo- 
mente 9Rm in Wirklichkeit nicht auf, so hat man nach Ausführung der 
Differentiation SR«. = zu setzen. 

Weiter leuchtet sofort die Richtigkeit der (der Gleichung (37) 
gegenüberzustellenden) Gleichung ein: 


(37 a) 


^-•=/^(i+*0''^- 


L, 


in welcher c diejenige Spannung bedeutet, die in irgend einem Quer- 
schnittselemente des statisch bestimmten Hauptträgers entsteht, sobald 
im Paukte m ein Eräftepaar mit dem Momente 9)t«, = 1 angreift, 
während L die virtuelle Arbeit der durch diese Belastung hervorge- 
rufenen Auflagerkrftfte vorstellte 

§ 13. 

Die Spannangen <s im geraden Stabe. 
NaTierselie Biegnngsformel. 

1) Durch einen Querschnitt im Abstände x von irgend einem in 
der Stabachse an- 
genommenen An- 
üftngspunkte A den- 
ken wir den Stab in 
zwei Teile zerlegt 
und vereinigen alle 
an dem einen der 
beiden Teile, z. B. 
an dem linken, an- 
greifenden ftuTseren 
Eräfte zu ihrer Mit- 
telkraft Ä (Fig. 74). 


-> 


Aj£F 




v-v 


Plg. 74. 
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B heilst die äufsere Kraft für den fraglichen Querschnitt 
nnd zerfällt in die Längskraft N, senkrecht zum Querschnitte, und 
die Qu er kraft 9 in der Ebene des Querschnittes. Wird vorausgesetzt, 
daÜB alle äuTseren Kräfte die Stabachse treffen (wenn auch in unend- 
licher Ferne) so geht Q durch den Schwerpunkt des Querschnitts. 
Die Kraft N möge positiv angenommen werden, sobald sie das Be- 
streben hat, den linken Stabteil von dem festgehalten gedachten rechten 
Teile zu entfernen. 

Die durch den Schwerpunkt des Verschnittes und den Schnitt- 
punkt B der Kraft R mit dem Querschnitte gelegte Gerade heilse die 
Kraftlinie, sie möge mit der u- Achse eines in der Querschnittsebene 
angenommenen rechtwinkligen Achsenkreuzes (u, v), dessen Ursprung 
der Punkt ist, den Winkel a einschliefsen. Bedeuten dann: 

• f den Abstand des Punktes B vom Ursprünge, 

UjB und Vb die Koordinaten von B, 

so zerfällt das dem betrachteten Querschnitte entsprechende Biegungs- 
moment 

M=Nf 

in das um die M-Achse drehende Moment 

M^ = Nvb = M sin a 
und in das um die f-Achse drehende Moment 

M, = Nub = M cos a, 

nnd es bestehen zwischen den in dem Querschnitte wirksamen Spannungen <s 
und den äufseren Kräften die Oleichgewichtsbedingungen : 

= ladF 


H' 


'■u 


=/"•' 


M^= VadF 


=/"■ 


M^= /tt. adF. 


Die Berechnung der c soll unter folgenden Voraussetzungen durch- 
geführt werden: 

1. Die Strecke Ac2a;«, um welche sich im Punkte Uj v die Ent- 
fernung dx des betrachteten Querschnittes von dem unendlich nahe 
gelegene^ Querschnitte ändert, sei eine geradlinige Funktion der Ko- 
ordinaten u und V, d. h. es sei 

^dx^ 


dx 
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unter a', d\ d" Werte verstandeiiy welche für den betrachteten Quer- 
schnitt Eonstanten sind.*) 

2. Die Temperatorändernng i im Punkte u, v sei ebenfalls eine 
geradlinige Funktion von u und t?, es bestehe also die Gleichung 

t = t -\-t V -j-t u, 
deren Koeffizienten gegeben sind, sobald die Temperaturänderungen für 
drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte des Querschnittes bekannt 
sind. 

Dann folgt aus der Gleichung 

^dx„ (5 


dx E 

fdr die Spannung c der Ausdruck 

c = E(d — sO + E{d' — eO V + E{a' — eO u 
und hierfür soll kürzer geschrieben werden 

wobei a, &, e Eonstanten sind, welche sich mit Hilfe der drei Gleich- 
gewichtsbedingungen berechnen lassen. Jene Bedingungen geben über in 

N = a jdF + b lvdF+ c judF 
M^ = a fvdF+ b jv^dF + e juvdF 

M, = a ludF-{'b laudF+ c ju^dF; • 

sie nehmen eine besonders einfache Gestalt an, sobald zu den Eoor- 
dinatenachsen Hauptachsen gewählt werden. In diesem Falle ist das 

Centrifugalmoment j uvdF^= Oy und weiter folgt, da der Ursprung 
mit dem Schwerpunkte des Querschnittes zusammenföUt, / udF=0 und 


/ 


vdF= 0, Es ergeben sich die Werte: 


jv^dF "^^ ' fu 


2 


dF 


in denen J^ und «7« die Trägheitsmomente des Querschnittes in ßezug 


*) Es stimmt diese Annahme mit der bekannten Yoranssetzung Naviers 
überein, dafs ursprünglich ebene Querschnitte des Stabes auch nach der Biegung 
Ebenen sind. Die Zuverlässigkeit der Navierschen Methode ist durch die Ar- 
beiten von Saint- Venant (in Liouvilles Journal 1856), Kirchhoff (in Grelles 
Jonmal 1859) und namentlich von Pochhammer (in dessen Werke über das 
Gleichgewicht des elastischen Stabes, Kiel, 1879) nachgewiesen worden. 
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auf die HaaptaohsoQ b«denten, und es entsteht die Na Tier sehe Formel 

(89) . = _ + _. + — «. 

Besonders hervorzuheben ist, daJGs eine nngleichmäfsige Ejrwärmnng des 
Stabes nach dem Gesetze t =i t' -^ t" v -\- C u nur dann Spannungen C 
hervorbringt, wenn die Werte N und M von den Temperaturänderungen 
abhängig sind, was nur bei statisch unbestimmten Stäben der Fall sein 
Jcann. Verschwinden alle äufseren Kräfte, so verschwinden auch die 
^Spannungen a, 

2) Setzt man in Gleichung (89) 

M„ = Nvb und M, = Nub 
und bezeichnet man die Koordinaten der Stelle Ä, für welche die 
Spannung a infolge der in B angreifenden Kraft N berechnet werden soll, 
mit p^, tt^, so erhält man — wenn diese Spannung a^j genannt wird — 


(40) 


N/ . F . F \ 


und in dieser Gleichung sind die Buchstaben B und A vertausohbar. 
Man findet nämlich für die Spannung an der Stelle B infolge einer in 
A angreifenden Kraft N den Wert 

N / F F \ 

cyi»^= -^ (^1 + y- ^aVb + -j- ^bUa ) 

und gelangt zu der Beziehung 

Es seien nun für irgend einen Querschnitt (Fig. 75) die Span- 
nungen bestimmt, welche eine in einem Querschnittspunkte B angrei* 
fende Kraft N=^ 1 hervorruft, und zwar seien diese Spannungen mit 
Hülfe von Gleichung (39) durch eine Gerade E^ B" dargestellt. Die 
Spannung an der Stelle A ist dann gleich der Ordinate a^B» welche 
die B^ B^' auf einer durch den Punkt A parallel zur Bpannungs- 
Nulllinie gezogenen Geraden g abschneidet; und ebensdgrofs ist auch 
(nach Gleichung (40) die Spannung Cba^ welche eine in A angreifende 
Kraft iV = 1 bei 5 hervorruft. Eine in A wirksame Kraft N wird also 
an der Stelle B die Spannung 

Cb=N'Cab 

hervorrufen, und dieser Wert 5^ bleibt ungeändert, wenn sich der An- 
grifiPspunkt A von N in der Geraden g bewegt. Greifen mehrere Kräfte jY 
am Querschnitte an, so erhält man für die Spannung an der Stelle B 
einen Wert 

Die Gerade B' Bl' ist also die EinflufsUnie für die Spannung a 
an der Stelle B, 
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Wird der Einflnis eines Momentes M gasncbt, welches in einer 
den Qaarachnitt in der Geraden l — l schneidenden, zum Qaersohnitte 
rechtwinkligen Ebene wirkt, Fig. 76, so ersetze man dasselbe dnrch 
ein ErSftepaar Na mit beliebig gro&em Arme a und lege den Angriff- 



riS' 16. 


pnnkt der eiaen der beiden Gegenkräfte N in den Scfanittpnnkt der 
Geraden l — / nnd n — n. Uan findet dann nach Fig. 76: 

dg = Jf 5 = 

3) meistens fällt die Kraftlinie mit einer Hauptachse zusammen. 
Wir w&hlen dann die Kraftlinie znr fAchse, bezeichnen das Tr&gbeits- 
moment fUr die u-Achse koiz mit J and erhalten; 


(41) » = Tr + — • 

Wird angenommen, dafs die 
Temperatnrftndemng t von u un- 
abhängig ist, so darf 


(42) 


= *o + i' - 


gesetzt werden; hierbei bedeutet 
(Fig. 77): 

h die HShe des Querschnittes, 
tf die TemperatQrAudemng fOr 

p = (also z. B. für den 

QnersohnittsBoh werpnn kt), 
it^ti — ^ den ünterecbied p£g_ 77, 

der den Kuisersten Qner- 

schnittapnnkten entsprechenden Temperatuifinderangen, 
(, den Wert von ( für o = + e, und 
tf den Wert von t für v^- — e,. 
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Zwischen ^qi ^ ^^^ h besteht die Beziehung 


^o=h~- + t: 


2 


Die Werte Häx^j ädx^ nnd Idx, welche ädx^ bezw. für 
t? = -j- ^ij v = — ^2 ^'^^ » = annimmt, sind 

"'.=^«(t+«.)=^'[^-^*+".] 

(48) ^<lx = dz(-^ + ,l,) 

und es wird deshalb der Winkel dx, nm welchen sich der betrachtete 
Stabqnerschnitt gegen den Nachbarqnerschnitt dreht, 


^ , Idx. — Idx 
dx = igdx = '—- 


^ d. i. 


(«, .,...(^+."). 


4) Die Gleichung (39) gilt auch für schiefwinklige Koordinaten 
u\ ü, Fig. 78. Wählt man die Kraftlinie zur i?'- Achse und bestimmt 

die tt^'-Achse so, daSül uvdF=0 wird, so erhält man 

WO M^i = Nv'b ist. 

Bildet die v'-Achse mit der u'- 
Achse den Winkel a, so ist 



J s^° «7 


Sin a 


ng. 78. 


Nv, 


M. 


sm a sin a 


und man findet schlielslich für c den Wert 

(45) «=_+-_, 

welcher dieselbe Form hat, wie der durch die Gleichung (41) für den 
Fall einer mit einer Hauptachse zusammenfallenden Kraftlinie bestimmte 
Wert. Ist nun h die Querschnittshöhe rechtwinklig zur w-Achse und 
wird angenommen, dafs sich t nur mit v ändert, so gelten die Glei- 
chungen (44) und (45) auch für den in' Fig. 78 dargestellen Fall. 


— 91 — 


§ 14. 

Bedingnngsgleichimgeii für stattseh nnbesttmmte 

gerade StSbe. 

1) Integrationen. Es sollen die im § 12 abgeleiteten Bedingungs- 
gleichongen zunächst für den Fall umgeformt werden, dals die Kraft- 
linie mit der r- Achse znsammenfMllt, dafs also 

N , Mp 

F ^ J 
ist, während die Temperatnrändemng dem in Fig. 77 dargestellten 
Gesetze folgt. Zn diesem Zwecke mögen die Integrale 


pf^ „„d fcUdV 


berechnet werden, wobei 




F ' J ' F ' J 

die Spannungen fOr irgend zwei durch die Zeiger a und •& unter- 
schiedene BelastungsfftUe bedeuten. 
Mit dV=dxdF ergibt sich 

N,dx fc^dF r VL^dx 1 c^vdF 

EF ^J EJ 

and mit Beachtung der Gleichgewichtsbedingungen 

fcf,dF=Nt, und [<s^vdF=}A 

Ebenso findet man 

l(5ttdV= a(t^ -\- M ^J &dxdF 

= / itodx I odF + / 6 -r~ dx / avdF 
(47) I aetdV= 1 tt^Ndx + 1 eüt—dx. 


b 

dx 
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2) Umformung der Gleiohtmgen (32). Die Auflagerkrftfte C, 
Biegongsmomente M nnd Längskräfte N eines mehrfach statisch un- 
bestimmten Stabes lassen sich in der Form darstellen 

I c = Co + c'x' + a"je" + a'"jK:'" + 

(48) M= Mo + M'X' + M^' X" + M"'X'" + 

N= No -{- N' X' + JT'X" + N"'X'" + 

wobei X , X", X"\ statisch nicht bestimmbare GrOisen bedeuten. 

Cq, Mq, ^0' ^^^ ^^^ Auflagerkräfte, Biegungsmomente und Längs- 
krttfte für den statisch bestimmten Hauptträger, in welchen der Stab 
übergeht, sobald sämtliche unbekannten X verschwinden ; sie sind gerad- 
linige Funktionen der gegebenen Lasten. 

(f, M', It sind die Werte der Auflagerkräfte, Momente und Längs- 
kräfte fllr den auf Seite 79 erklärten Zustand X' = l, desgl. C'\ M", 
N'' die Werte für den Zustand X" =1 u. s. w. 

Die Spannungen für den Zustand X' = 1 sind: 

iST , M'r 

für den Zustand X" = 1 : 

a == — + — y , U.S. w. 

und die Gleichongen (32) gehen, mit Beachtung der Gleich. (46) und 
(47), über in 

•....•, 

wobei L\ L'\ .... die virtuellen Arbeiten der Auflagerkräfte bei 
Eintreten der Zustände X'= 1, X" = 1, bedeuten. 

Ist die Temperaturerhöhung für alle Punkte eines Stabquerachnittes 
konstant und =t, so ist A^ = und tQ = t zu setzen. 

3) Umformung der Gleiohungen (38) und (84). Für den 

durch die Gleichung (84) gegebenen Arbeitsausdruck A^ findet man 
mit Hilfe der Gleichungen (46) und (47) den Wert 

und es geht somit die Bedingungsgleichung (88) über in 
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^ ^ J EF dX ^JEJ dX ^J "?Z 


•/' 


-^f'ir-zx^''' 


wobei X irgend eine der zu berechnenden statisch nicht bestimmbareu 
GrCisen und L die virtuelle Arbeit der Aüflagerkräffce für den Zustand 
X= 1 bedeutet. 

Dafs Gleichung (51) die allgemeine Form der Bedingungsglei- 
chungen (49) darstellt, leuchtet ein, sobald der Gröise X der Reihe nacb 
die Werte X\ X!' beigelegt werden und 




// 


^x ' Bx" 

^x' ' ^x" — 

gesetzt wird. 

4) Der auf Biegungsfestigkelt beanspruchte gerade Stab in 
Verbindung mit einem Fachwerke. Sehr häufig hat man es mit 
der Berechnung eines Körpers zu tun, der aus einem Fachwerke und 
aus einem oder mehreren auf Biegungsfestigkeit beanspruchten, geraden 
Stäben besteht. Die allgemeine Form der Bedingungsgleichungen, denen 
die statisch nicht bestimmbaren Gröfsen X zu genügen haben, lautet 
dann (vergleiche die für das Fachwerk abgeleiteten Gleichungen 26)r 

EF dX ^J EJ dX ^J ^ dX 

, r M du , , ^ Ss dS , ^ dS 


/' 


h dX ' EF dX ' dX ' 

wobei angenommen wird, dafs die Temperaturänderung t für alle Punkte 
eines und desselben Fachwerkstabes gleich grofs ist. 

Meistens macht man die Annahme, dafs auch für alle Punkte einea 
und desselben Querschnittes der durch die M und N beanspruchten 
Stäbe die Teroperaturänderung t gleich grofs ist und erhält dann die 
Bedingung 

(53) X= / dx-\- I dx+ I &t— — dx 

^ ""^ ^ J EF dX ^J EJ dX J dX 

,^S8 ds .^ ds 

^ EF dX ^ dX 

L bedeutet die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte für den Zu* 
stand X= 1. 

6) Die im vorstehenden abgeleiteten Gresetze gelten auch für den 
Fall einer nicht mit einer Hauptachse zusammenfallenden Kraftlinie^. 
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Yoraosgesetzt, dafs sich (nach Fig. 78) ^ nur mit v ändert, dafis unter 
h die Querschnittshöhe rechtwinklig zur u- Achse verstanden wird und 
für J das auf die u-Achse bezogene Trägheitsmoment J« gesetzt wird. 
Liegen jedoch die Kraftlinien der verschiedenen Querschnitte oder die 
ti-Achsen nicht in einer Ebene, so ist es zweckmäfsiger, die Momente 
M^ und Mt, (§ 13, 1) einzuführen und das Integral 


f 


E 
auf Orund der Formeln 

^- F'^ J^ '^ J, 
zu berechnen. Man erhält mit dV= dxdF 





E J EF 

EJ, 
und mit Beachtung der Oleicbgewichtsbedingungen 

fcf,dF=Nt,, jc^vdF=M^^, fatudF=M,t 
die Beziehung: 

JE J EF ' y EJ^ '^J EJ, 

Für das Integral / cttdV liefert die Voraussetzung der allgemeinen 

Beziehung t = t' + fv + f'u 

den Wert 

jaetdV= Lt'Ndx + Ut"M^dx + fe^M^dx. 

Hiernach ist es leicht, die unter 2), 8), 4) abgeleiteten Gesetze 
für den allgemeineren Fall zu erweitern. Beispielsweise geht der Aus- 
druck (60) für A^ über in 

(50 a) At=-- 


fN^d x CMjd x CMj^dx 
J 2EF "'"y 2EJ, '^J 2EJ, 

-\-Ut'Ndx + LfM^dx + UcM.dx. 
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6) Anwendongen.'*') 

Aufgabe 1. Wagerechter, bei B eingespannter und bei A frei anf- 
liegender Balken. Gesncbt ist der 
dnrch eine gleichmäfsige Belastung, 
p für die Längeneinheit, henror- 
gemfene Anflagerwiderstand X 
(Fig. 79). Temperaturändernngen ^ 
sollen nnberficksichtigt bleiben, des- 
gleichen Yerschiebnngen der Angriffs- 
punkte der Anflagerkräfte; es ist 
also X = und ^ = 0. 

Da nur Beanspruchung auf 
Biegung vorliegt (N= 0), so mulÜB Xder Bedingung (vergl. Oleich. 51) 

' M ^M ^ 

dx = 



Plg. 79. 


/■ 


EJ dX 


genügen, und bei konstantem EJ der Bedingung 


f 


,2 


Nun ist M = Xx 


px" ^M 

und ^ _ = ic, weshalb 


>--?)..- 


^X 

Xl ^ 
3 


4^=». 


woraus 


X = 


Zpl 


8 


Es ist mithin das Biegungsmoment an der Stelle x 

M = 


8 ^*"" "2 


Sl 9 

Für a? = -r- folgt max M = -j-j^^ j?i* und für x = l ergibt sich das Ein- 


8 
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Spannungsmoment Mn = — - — 


Die gröfsten Beanspruchungen sind 


(Ti = — ^— *- und a, = ^^ (nach Gleichung 41). 

Aufgabe 2. Wagerechter, bei Ä und B eingespannter Balken mit 
Dreiecksbelastung (Fig. 80). Es sei wie in Aufgabe 1 sowohl L als 
auch ^ = 0. 


*) In den Aufgaben 1 — 11 wird vorausgesetzt, dafs überall die Kraftlinie 
mit einer Queischnittshauptachse zusammenfällt. 


den BedingoDgen genügen: 


./« 


Bedeutet ^ die senkrechte 
Äuflagerkraft und M, das Bie- 
gungsmomeat am linken Aof- 
lager, so ist das Biegnngs- 
uoment an der Stelle xi 

Die beiden statisch nicht be- 
stinunbaren 6r&&eu X and Mj 
mUssen, bei konstantem EJ, 


?Mi 


und diese gehen, wegen -j^ = " ^^^ "öy- = 1. »«h Ausfahrnng 
der Integrationen Über in 

„ 1' 


20 ^ • 80 

Nun toigt an der Stelle x: 

Püra! = I Yofi folgt maxM = + 0,O2U4pl'. 

Das grSrste aller Momente ist M,. 
Aufgab« 3 (Fig. 81). Ein ö-ei auf drei Sttltzpnnkten mhender., 
nrsprflnglioh wagerechter, kontinnierlicher Balken ohne Qelenke nnd mit 
konstantem E nnd J sei dnroh beliebige senkrechte Lasten beanapmcht; 
aoi^erdem mOgen auf die Endqaerschnitte (1) und (8) beliebig groise, 
Ton aofeerhalb des Balkens trirkenden Kräften herrtlhrende Biegungs- 
momente Mj und U^ wirken. £s soll das Biegnngsmoment M, ftlr 
den ober der Mittelstütze gelegenen Querschnitt nnter der Yoranasetzniig 
berechnet werden, daTa, bei festliegenden Stützpunkten (1) und (3), sich 
der Stützpunkt (2) um S senkt and der Balken angleichm&Tsig erw&rrot 
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wild. Die Temperatnränderung sei fUr den untersten Punkt eines Quer- 
schnittes ti, für den obersten ^2» beide Werte seien konstant, tind es 
sei ti — t^ = ^u Querschnittshöfae = ^ (vergl. Fig. 77). 

* Wir benutsen (da N=0 ist) die Bedingungsgleichung (vergl. 
Seite 92, Gleichung 49): 

in welcher M das wirkliche Biegungsmoment für irgend einen Quer- 
schnitt bedeutet, während M' das demselben Querschnitte entsprechende 


Fig. 81. 


n«. 62. 


Flg. 8S. 



Biegungsmoment für den Fall ist, daTs die Lasten verschwinden und 
die statisch nicht bestimmbare Gröfse (hier also M2) den Wert 1 an- 
nimmt (Zustand X= M^ == 1). Die Momentenfläche für diesen Zustand 
ist das Dreieck in Fig. 82 mit der Höhe 1, und die zugehörigen Auf- 
lagerkräfte sind 

Ci=—-, C^' = ——^ beide aufwärts wirkend, und 

Cj' = — — f- -y- = ^ j * , abwärts gerichtet 

Senkt sich die Mittelstütze um 5, so ist die virtuelle Arbeit der 
dem Zustande X = M3 = 1 entsprechenden Auflagerkräfte: 


L'=C,h = 


l,i. 


und es folgt somit die Bedingung 

Müller-Breilau, Die neueren Metboden der Feetigkeltslebre. 
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(I) EJ ^'"^^* 8 = JM'ilLdx + 6EJ -^*- ju'dx. 
Für einen Querschnitt im Abstände x^ <C li von Ä folgt: M = 1 • — 


u 


mithin für den Teil l^i 1 Wdx = — / x^dx^ =~- und 





I M'Mrf.T = -j- 1 iCiMdiC|. 





•1 
Das Integral: 1 x^Mäx^ bedeutet das statische Moment der wirk- 



liehen Momentenflftche , bezogen auf die Senkrechte durch den Stütz- 
punkt. 1. Diese Momentenfläche besteht aus einem Trapeze, das bei 
(1) und (2) die H5hen M^ und Mg hat und aus der Momentenfläcbe 
ÄS^B, welche dem bei (1) und (2) frei aufliegenden Einzelbalken li 
entsprechen würde, Fig. 83. Wir nennen AS^B die einfache Momenten- 
fläche für den Teil li, bezeichnen ihr statisches Moment in Bezug auf 
die links von ihr gelegene Auflagersenkrechte mit S^ und erhalten, 

indem wir das Trapez über ^B in zwei Dreiecke zerlegt denken, 

h 

1 1 I »r 1 1 



80 dafs sich für den Teil Z^ ergibt: 


I 


XiM(ia:i = Sj + Mj-f .^ + M, 


/ 


o 1 

M'Mrfa; = 4^ 4- — (Ml Zj +2M,Z,); 
/j 6 


ebenso ergibt sich fUr den Teil l^i 

jM'dx = -^ und l^'VLdx = ^ + -^ (^» ^2 + ^ ^« ^«)' 

wobei 9^2 das statische Moment der zu dem Teile /j gehörigen ein- 
fachen Momentenfläche BS^C, bezogen auf die rechts von ihr gelegene 
Auflagersenkrechte, bedeutet. 

Die Gleichung (I) geht jetzt, nach Multiplikation mit 6 über in 

(II) 6i;j8-^L±^ = 6-^ + 6^+M,Zi + 2M,(/, +/,) 

+ Msis, -\-d6EJ ^' 7"^* A<; 

h 

sie ermöglicht die Berechnung von M^. 
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Die am häufigsten yorkommenden Belastungen sind: Beanspruchung 
durch Einzellasten und durch eine gleichm&isige Belastung. 

Liegt auf einem ein- 
fachen Balken eine Einzel- ; p 
last P in den Abständen a 
und b von den Stützpunkten 
(Fig. 84), 80 ist die Mo- 
mentenfläche ^B/S^einDrei- 

Pah 
eck, dessen Höhe = — i— , 

» 

und dessen statisches Mo- 
ment, bezogen auf die 
links gelegene Auflager- 
senkrechte, 


rt< 



(III) Z = Pa 


l l 


^^ a a Pa(l*- 

i'a — • — = 

3 2 3 6 


a^) 


ist. In Bezug auf die rechtsseitige Auflagersenkrechte ergibt sich das 
statische Moment 

Liegt zwischen den Grenzen ^ = «^ und ^ = «^ eine gleichmäfsige 
Last p ftlr die Längeneinheit (Fig. 85), so entspricht dem Lastteilchen 
P'd^ nach Gleichung (III) der A/Vert 


d2 = 


und es folgt 


(V) 8 


= r^s=^(fL 


8]) {21^ — 8] — 8^) 


24 


Ist der ganze Balken AB mit 
g für die Längeneinheit belastet, ^ 
so ergibt sich aus (V) (mit p^^g, 
8^ =1 und «1 = 0) 

gl* 


|!l'l|!|-i 


(VI) S = 


24 




IUI! 


m 


liillliiillilÜ 


i^i 







Wenn also, wie in Fig. 81 
angenommen wurde, auf den kon- ^' 

tinuierlichen Balken gleichzeitig Einzellasten P und gleichmäfsige Lasten 
9i9 9%i Pi> P2 wirken, so geht mit den aus der Fig. 81 ersichtlichen 
Bezeichnungen die Gleichung (II) über in 


7* 
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(VII) M, Z, + 2M, (l, -\-l,)-\-M,l,-\-SEJ [^ — 2 -^] (i, + ?,) 


SPo(i; — a») SP6(I| — 6») 


+ -^ 


+ ^ 


5^1^? I 5^2^1 


+ ^ + 


^1 ^2 ' 4 ' 4 

I J>i(g; — ^?)(2?? — ^; — ^?) , pArl — r't)(2ll — rl — rl) _ 
^ 4Zi "^ 4/, 

in welcher sich die Summen 2 und 2 über die anf den Teilen Z^ oder l^ 

rahenden Lasten P erstrecken. 

Die Oleichnngen (II) und (VII) ermöglichen die Berechnung der 
Sttltzenmomente von kontinuierlichen Trägem, welche frei auf 
beliebig vielen» sich um vorgeschriebene Strecken senkenden 
Stütsen liegen (Fig. 86). Bedeuten für einen solchen Träger Mj, 



k-— ^ — -H^—ig — >\ 


Fig. 86. 


Mg, Mg irgend drei aufeinander folgende Stützenmomente und h die 
Strecke, um welche sich der Stützpunkt 2 unter die Yerhindungsgerade 
der beiden benachbarten Stützpunkte 1 und 3 verschiebt, so besteht 
zwischen den Momenten M^, M,, M3 die durch die Gleichung (II) oder 
Gleichung (VII) dargestellte Beziehung. Bei n Stützen lassen sich n — 2 
solcher Beziehungen angeben, und diese genügen zur Berechnung aller 
Momente M, da die Momente M^ und Mj» über den Endstützen be- 
kannt sind. Setzen wir im allgemeinen überragende Trägerenden voraus 
und bezeichnen mit Q' und Q" die Mittelkräfte aus den auf die über- 
ragenden Trägerstücke wirkenden Lasteü, so erhalten wir 

M^ = — Q'e und Ms = — Q"e'. 
Werden die Verschiebungen der Stützpunkte (1, 2, 8) aus einer 
gegebenen Anfangslage AqBq des Balkens mit c^, c^, c^ bezeichnet, so ist 


und es ergibt sich 

(VIII) 


-c c ^ 

j» 

■'* "'h+l. 

H 

S (^1 + h) _ c^ 

ci 


l 


'1 1, h 


h-\-h 


+ 
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Aufgabe 4. Es sollen die bei Lösung der Aufgabe 3 abgeleiteten allgemeinen 
Gleichungen zur Berechnung der Stützenmomente des in Fig. 87 dargestellten 
gleichmäTsig belaste- 
ten, kontinuierlichen 
Trägers^ dessenMittel- 
stützen sich um e^ 
und e^ gesenkt haben, 
benutzt werden. 

Zwischen den 
Stützenmomenten Mi, 
M, und M, besteht 
{nach Gleichung (VII) 
mit Beachtung von 
Gleichung (Vm) die 
Beziehung: 



MiZ. + 2M,(^ + Ai) + M,/,+ 


Fig. 87. 


+ ?^ + ^^=0, 


-^^^[^ + '^] 


und ebenso folgt 
M,7, + 2Ms(7, + W + MJ,+ 


^EJtM{k-\- 


i^-6^7[l»-^V'-^*] 


und in diese Gleichungen ist zu setzen: 

Mj = 0, M4 = 0, Ci = 0, C4 = 0. 
Die Auflösung der beiden Gleichungen nach M, und M, ergibt z. B. für 
den Fall l^ = l^ = l^ = l\ 

1) den Einflufs der Lasten g^^ ^„ pg: 

M8 = - gy (4^7, + 3^,-^7,) P, 

2) den Einflufs der Stützen Verschiebungen Ci, c^'. 

M, = y^(3c,-2c.) 

M. = |-^-(3c,-2c.), 

3) den Einflufs der Temperaturänderung: 

6 tEJ 
M, = M, = ---^At. 

Die im Qaeischnitte über der Stütze 2 durch die unter 2 und 8 ange- 
führten Einflüsse erzeugten Spannungen a, und ?, sind nach Gleichung (41) (vergl. 
auch Rg. 77): 






— 102 — 

Aufgabe 5. Es soll das EioBpaitaDogsinoment M, fUr einen ut- 
BprtlDglicli wftgerechten Balken berechnet werden, anf welchen Einzel- 
laBt«n P wirken, und der, bei gleich hoch gelegenen Stützpunkten 1 
and 2 am linken Ende 
unter einem gegebenen 
Winkel x eingeapaiint wird, 
währender am rechten Ende 
frei anfliegt. Es aoll, wie 
in den Aufgaben 3 und 4, 
eine angleichmäTBige Er- 
wSrmang berUckgicbtigt 
werden, Fig. 88. 

Wir betrachten den Bal- 
ken als frei anf 3 Stfltzen 
0, 1, 2 mhend. Die End- 
sttltze liegt nnendUch 
nahe der Stütze 1 and ist 
nm /qT angehoben. 
liefert dann die Beziehnng: 



Tlf. 88. 

Gleichung (TU) in Aufgabe 


^ 1 


= 0, 


in welcher & die Versehiebong dcB Fnnktes 1 gegen die Gerade 2 
bedeatet. Es ist 


= ZoT- 


l 


und es ergibt sich, d& 1,, = 0, H^ ■■ 
■ und die Gleichung: 


2S 
1,1 


= und M, =0 ist, 


/ 


2U,l-\-3EJl[^f^-2-]-]- 


-fr*) 


lithin ist das geenohte EmfipaDnnngsmoment 


M, 


2Pb(l' — b') 




Die LSsung dieser Aufgabe lehrt auch, in welcher Weise die 
Gleicbnngen (II) und (VII) in Aufgabe 3 auf die Berechnung der 
SttttEenmomente eine« kontinuierlichen Balkens angewendet werden 
kennen, dessen Enden unter bestimmten Winkeln eingespannt sind. 
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Aufgab« 6. Ein bei A and C frei anfliegender, durch 2 Zng- 
stuigen und eine Strebe verstärkter Träger, Fig. 89, sei durch Bank- 
rechte Lasten beBn§pmcht. Die Spannkräfte 5, . S» in den gelenkartig 
befestigten Fach werkst äben sind, wenn X die wagerechte Seitenkraft 









'- t 

f^ 

y^ 


F 

! 


^^^ 


p 


't 



^f^ 


:mz 


von 5, bedentet: 5, ^A'seoa nnd S, ^ — 2A'tga, nnd fllr den 
Balkenquerschnitt G bei x ergibt sich die Läng&kraft 

y= — S, cma = — X 
nnd dae BiegnngGmoment 

M ^ Mo — S, y cos ot = Mj — Xy . 
wobei Mg das Biegnngsmoment für einen bei A nnd C frei anfliegenden, 
nicht verstärkten Balken AC bedeutet (Fig. 90). Die MomentenSüche 
ALC ftir diesen einfachen Balken AC möge die einfache Momenten- 
fläche heilken.*) 

Die OrCfse X tbt statisch nicht bestimmbar, sie innls, wenn Tem* 
peratnrOnderungen unberücksichtigt bleiben aollen, der Bedingung ge- 
nflgeo; 


*) Infolge der gleich □läTsigeQ Bela-stimg jf sind die Begrcnzungslinien der 
Momentenfläche achwach gekrümmte Linien, nicbt gerade Ijoien, wie in Fig. 90 
der Snfaohheit wegen gezeichnet. 
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EF dX 
Bedeuten nun 


= 0. 


E, J und F den Elastizitätsmodul, das Trägheitsmoment und den 

Inhalt für sämtliche Querschnitte des Balkens AC, 
El und Fl die entsprechenden Werte ftir die Stäbe AD und CD, 
E^ und i^2 » » „ „ den Stab BD, 

80 folgt für die Fachwerkstäbe , wegen , J. = sec a und , _* 

cX oX 

= — 2tga: 

2 = 2 ^ ^ sec OL ^-^ 2 tff a 

i;/^ dX EiFi E^F^ ^ 


— X (^^^^ I 4^tg^a \ 
>. El Fl E^ jPji 


und für den Balken ABC, wegen -7— ,7- = — y und -;rrrr = — 1, 

^ cX , ^ dX ' 

21 21 21 

J-YJYX^''-^J-EFTX^'' = --Ejj^^^'' 




^ EJ J ^ ^ EF 

31 l 


r r/h 'tx ^ Ä. * / 

und es geht, mit jy^dx= 2 /( y- ) c?a? = 2— - die Gleichung (I) über in 




21 


1 /l. . 1 2XÄ«/ , 2X/ , ^/2^8ec»a , 4Ug»a\ 



sie liefert den Wert: 


2; 
3 JMQydx 



2; 


wo 

eine von den Querschnittsabmessungen abhängige Zahl ist. 
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Die einfache Momentenfläche ALC in Fig. 90 wird daroh die 
Mittel-Senkrechte in zwei Teile zerlegt, deren Inhalte gleich F^ und 
F'' und deren Schwerpanktsabstände von den benachbarten Auflager- 
Senkrechten gleich e und e' sein mögen, und es folgt nun für das 
Balkenstück AB: 

1 Mq ydx = — / Mo xdx = — • F'e 



und für den ganzen Balken AC: 


/■ 




mithin ergibt sich 

8 i^e + rv) 


X = 


Zwei in Bezug auf die Mittel-Senkrechte gleich gelegenen Einzellasten 
P entspricht z. B. als einfache Momentenfläche ein Trapez von der Höhe 
Pa (Fig. 91), und für dieses ist 

2 2 8 6 ' 

weshalb die beiden Lasten P hervorrufen: 

Pa(Sl^ — a ^) 

Da beide Lasten zu X denselben Beitrag liefern, so entsteht bei 
Aufbringen nur einer Last: 

Pa(8/> — g«) 

Eine gleichförmige Belastung g für die Längeneinheit (Fig. 92) 
darf als aus unendlich kleinen Einzellasten gda bestehend aufgefafst 
werden; sie erzeugt, wenn sie auf der ganzen Länge des Trägers wirkt, 

X = -r-W '2faiSl^ — a^)gda = -|^ • 



Wird also der Träger gleichzeitig durch eine gleichmäfsige Last und 
eine Schar von Einzellasten beansprucht, Fig. 86, so entsteht 

_ 5 ^Z*4-22 Pg(8Z' — g^) 
~ 8[i.Ä/« 

Nach Berechnung von X lassen sich die Beanspruchungen a in 
allen Teilen des Trägers leicht angeben. 
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Die abgeleiteten Fonneln gelten natürlich auch für das durch 
ümkehrong des verspannten Balkens entstandene einfache H&ngewerk, 

Fig. 98. Nur sind die Vorzeichen 
der Spannkräfte S umzukehren. 

Liegt ein einfaches Sprenge- 
werk vor, Fig. 94, so »verlängere 
man die Mittellinien der Streben bis 
zu ihren Schnittpunkten ä' und C' 
mit den Lotrechten durch A und 
C, bezeichne die auf die Gerade 
A C bezogene Pfeilhöhe des Sprengewerks mit h und zerlege den 
Strebendruck S^ im Punkte A' in den Horizontalschub X und die 
lotrechte Seitenkraft A^. Ist dann Ao der Stützenwiderstand am Balken- 
ende A, so ergibt sich 
< — öj.-*4. b ».' der Einflufs einer Last P 

auf die Summe A^ -f- A^ 
aus der Momentengleichung 
für C' 
(A + u4«)2/ — P6 = 

AMA -^-^- 


so dalis also A^ + ^u gleich 
dem Auflagerwiderstande ^ 
eines Balkens AC ist, der 
nur bei A und C aufliegt. 
Führt man nun an der Stelle x einen lotrechten Schnitt und zerlegt 
man an der Schnittstelle die Strebenkrafk S^ nach wagerechter und 
lotrechter Richtung, so ist die wagerechte Seitenkraft = X und das 
Angriftmoment für den Balkenquerschnitt ® wird (da A^j A^ zusammen 
gleich A sind) 

M = Mo — JTy,*) 
wo Mo das Moment für den nur bei ^ und C gestützten Balken ist. 
Die ganze Betrachtung lehrt, dals die vorhin für X abgeleiteten For- 
meln gültig bleiben, nur hat jetzt |jl eine andere Bedeutung; denn es 
fehlt die Hängestange, und auTserdem wird der Balken nur auf Biegung 
beansprucht. Man findet 



|JL=1 + 8 


E 


El F^h 


2 


sec^a 


** 


l 


) 


*) Diese Gleichung folgt auch daraus, dafs der Einflufs von A, sich auf 
die Form bringen läfst: AoX=^(A — Au)x = Ax-^ Xig^x = Äx- Xy, 

**) Der Faktor \ : l ist erforderlich, weil die Länge der Strebe a^ = jTb • - ist. 
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Aufgabe 7. Für den in Fig. 95 dargestellten Balken mit zwei 
von Zugstangen getragenen Mittelsttttzen wählen wir die Spannkraft 
82 in der mittelsten Zugstange zur statisch nicht bestimmbaren ßrölse 
X and erhalten 

S'j = Xsec a, S^ = — Xig a, 


Flg. 95. 


Flg. 96. 


Flg. 97. B 


Flg. 98. 


ffg« 99. 



femer für den Balken die Längskraft 

N = — X 
und (an der Stelle x) das Biegongsmoment 

M = Mo — Xy (vergl. Aufgabe 6), 
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wo Mo das Angriffsmoment für den nur in Ä und B ge3tützten Balken 
bedeutet. Ist* x^li aber <C ^ + ^i > ßo ^ird y = h, wir wollen aber 

^M 
die allgemeine Bezeichnung y beibehalten und ^-:_^ = — y setzen. 

Beziehen sich nun die Wei-te 
E, Jy F auf den Balken, 
J^i, Fl auf die durch S^ gespannte Zugstange, 

^8. ^3 « n « 'S'3 gedrückte Stütze, 
so ist in die auch für den vorliegenden Fall gültige Gleichung (I), 

Seite 104, einzusetzen: . J: = sec a, . J = 1 , ^r—.- = — tg a, also: 

oX cX cX 

^ Sa dS ^ S.Si , SJ ^ S.h 


ferner 


_ r 2/isec*a . _/ , _2/i_tg^l 

L E^F-i E^F^ E^F^ J 


+ 4tU'^'+^'"-+'> 


f 


EJJ'' ' EF ' 

wobei die Integrale über den ganzen Balken auszudehnen sind. 

Nun ist -z-\y^dx = Uydx) • -^ das statische Moment des von der 

Balkenachse AB und den Zugst-angenachsen begrenzten Trapezes in 
Bezug auf AB, also 




Ih • 1 — ' — • — und 

2 ~ 2 8 


,^^_hH2h + St) 


•^ 3 


Mithin geht die Gleichung (I), Seite 104, über in 


.V>- + ^^^^l^ + ^^^fcti) 


r2/.Bec»a. _^ 2/.tg'«1 


sie liefert für X den Wert 


X = 




— 109 


wo 




Fh^2li+Sl ' ä2(2/i + 80 V j&j F^ 


sec'a 


/ 


Da nun den Balkenteilen l^, l, l^ bezw. y = — - a?, y = h, 
y = — X entspricht, so findet man (vgl. Seite 105) leicht die Beziehung 

^M,ydx = ^ [f V + F'-e"] + hr, 

WO F\ F^\ F'" die Inhalte der zu den Balkenteilen \^ /, l^ ge- 
hörigen Teile der 'einÜEU^hen Momentenfläche sind, ferner t und t" 
die Schwerpunktaabstände der Flächen F"^ F"' von den Lotrechten 
durch Ä und B, Fig. 96. 

Zwei in Bezug auf die Mittelsenkrechten gleich gelegenen Lasten 
P entspricht als einfache Momentenfläche ein Trapez von der Höhe Fa^ 
und man erhält für a<!^i (Fig. 97): 

fV _ K^'V- _ p^ 7 ^1 P« ^ ^ — J^g (3/? — g') 


F =Pai, also 

' 2Pa(8« — a«)Ä 

M(>y(ia; = — 1- Palh 


/' 


und für o>fi und < (Zj +0 (Pig. 98): 

r* = F"'e"' = Pl^ -'- • -^ ; F" = Pal—P{a — IJ 

2 3 


/• 


2Ftih 


Da zwei symmetrisch liegende Lasten zu X denselben Beitrag 
liefern, so entsteht bei Aufbringen nur einer Last: 
für a<Cli 

y^^p^ H — a' + SlJ 
2[XÄ/i(2/i + 30 ' 

für a;>/i 

v^p^? + 3a^ — 8(a — ^0 ^ 

2[XÄ(2Zi + 80 

Behufs Ermittlung des Einflusses einer gleichförmigen Belastung g 
setzen wir (mit Iq = 21^-\'1) für den Teil l^ : 

*) Vergl. Anmerkung Seite 104. 
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** 2 2 


/. 


«04 für den Teil / nodem wir die Abseise ^ = -^ ^ onfUirBB, Fig. 99) 

z 


«.=4-4' 


weebelb 


/' 


5/J + /«— 10/?/ + 6/./ 
= ^-- "1-2 


X = 


und teblieAlieb 

_ ^( 5/? + />4-io/?/-r6/,/^ 

4|JiA (2/^ + 3/) 
Die flQr JT abgeleiteten Formeln gelten ancb für den Druck im 

Spannriegel einee doppelten 
Hängewerks, Fig. 100, und 
für den Horizontalscbnb 
eines doppelten Sprenge- 
werks, Fig. 101. Für letz- 
teres ist (unter der Annahme, 
dafs der Druck X lediglich 
vom Spannriegel aufgenom- 



Fig. 100. 



l 





Fig. 10t. 


inen wird): 


3 


^"^'V ;/:^X2/;+ 


30 




E 


El 
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Für das doppelte Sprengewerk erhält man femer, genan wie auf 
Seite 100 für das einfache Sprenge werk: 

SP6 _ . ^ SPa 


-^0 \ -^w 


/. 


^0 ~f~ -ö« == 


l 


"0 

Au == ^ tg Ä = Bu» 

Das Angriffsmoment für den Balkenquerschnitt an der Stelle x 
wird M = M<) — Xy. Für den Teil l Ist y — h. 

Aufgabe 8. Der in Fig. 102 dargestellte, oben durch ein Halsband 
und nnten durch einen Zapfen gestützte Gieüsereikrahn ist einfach statisch 
unbestimmt; seine Beanspruchung IftTst sich feststellen, sobald eine der 
beiden Streben-Spannkräfbe D^ oder D^ bekannt ist.*) Wird D^ als 
statisch nicht bestimmbare Grölüse angesehen, so mulÜB der Bedingung 

M ^M r'N dN 

"^j EF ' dD, 


j~EJ 


genügt werden. Mit der er- 
laubten Vernachlässigung der 
Wirkung der Längskräfte, 
welche, verglichen mit dem 
Einflüsse der Momente, gering 
ist, entsteht: 


dx = 


...i. — ^,.:l — J^j^-^ 


JEJ 


dx = 0. 


Zunächst sei eine Beziehung 
zwischen D^ und />, aufge* 
stellt. Auf den wagerechten 
Ejrahnbalken wirken die Quer- 
kräfte P, Dl sin a^ und D^ sin o, , 
und es mufs sein: 
P (h -\- h + h) -\- D, tAa a^ 

mithin 
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l,-\-l 


3 


U 


— P 


h+l,+h 


u 


(11) Dj sin Oj = — Dj sin a^ 

und ebenso ergibt sich für die an der Krahnsäule angreifenden Quer- 
kräfte: 


Hh + Z), cos (X, (/j + h) + ^1 cos ol^I^ = 


*) Es ist dies nur dami streng richtig, wenn alle Erahnteile durch reibungs- 
lose Gelenke miteinander befestigt werden, was oben vorausgesetzt wird. 


— 112 — 

und hieraus 

L h 

(III) D, cos o, = — 2>i cos ttj — -^— H , , 

Wir bezeichnen mit «7 und J^ beziehungsweise die Trägheitsmomente 

der Querschnitte von Bulken und Säule, mit E und Eq die zugehörigen 

Elastizitätsziffem und erhalten für die Teile li, l^, ^s, l^, l^ ni^d 1^ 

/■ M 3M 
folgende Momente und Werte /-=-^ ^ (la;; 


j EJ dD^ 


Teil /j: M = Pa:i, -^^=0; 
Teil /,: M = P (Zj -|- Xj) -f- -Dj sin a^a;,; ^ = op, sin ttj 

Teil ^: M = P (/^ + ;, + 0:3) -(- -^i siii «i ('2 + -^s) + A ^^^ *, • X3, 
oder, wenn D^ mittels Gleichung (II) ausgedrückt wird, 

M = [Pih + ^) + A', sin «i] -*- ~"»- ;^=^(l,— X,) Bin «,; 

S X 9 

h 

M ^M , ZjLsinai rn n \ i \ \ r, 1 - 1 

Ej'dD^^^ ^ SEJ ^ ' ^ ' + ^) + ^1^8 «^° *iJ5 

dM 
Teil V. M = 1^0:4, -^^=0; 

Teil ^5: M = H(l^ + x^) + D, cos 0,0:5 
und, wenn />, mittels Gleichung (III) ausgedrückt wird, 

aM Zga?5 


= — cos a. 




f— 
JEJ 


M SM . L^cos 


dxK = 


'6*5 


'0 


EJ dD, • i{h + le)^Eo 


^eT [^»'*'« «>8 «, - f ^4 05 + 8^6)] ; 


Teil /«: M = fT (l^, + /j + x«) + D, cos o, (/j + ««) + D^ cos aiXg 
und, mit Beachtung Ton Gleichimg (m), 
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TM 
j EJ 


Setzt man nun, nach Gleichnng (I), die Summe aller berechneten 
I 

~—r dx gleich Null und multipliziert man mit 3^J, 

80 erhält man die Gleichung: 
= S sin a, [y (8^, + 2/^) + D,l^ sin a^] + l^k «n «i [^(^i + h) 

+ Di^ sin «J + -?|VnT ^rr [^i's'e cos «i — y ^* ('s + »^e)] 
und hieraus folgt, mit sin a^ = cos a^ tg ol^ = cos a^ 


'6 


^^ = --2 


^ nhh-^nk+h)ii^-^h)'\i^-Hj^^ 




Zo ^^b — • - - ^ £«/ 


EqJq 


2j sin ttj 4" 


«/ 


5*6 




Fig. 104. 


Nun kann man nach 
Gleichung (II) oder (III) ^jg. lOS. 
die Strebenkraft D^ 
finden und sämtliche 
Biegungsmomente be- 
rechnen. 

Aufgabe 9. Das in 
Figur 103 dargestellte 
Krahngerüst ist bei D 
und C fest, aber gelenk- 
artig gelagert. Bei A 
und B sind starre Eck- 
verbindungen gedacht. 
Bedeutet i^ die Mittel- 
kraft aus den auf den 
Balken AB wirkenden, 
senkrecht angenomme- 
nen Lasten, so sind die p^g ^qg. 
senkrechten Auflager- 
kräfte bei D und C 


Fig. 105. 



Müller.BresIau» Die neneren Methoden der FesttgkelUlehre. 
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bezw. = —T- und ;=: -— • Die wagerechten Auflagerkräfte sind gleich 

groDs and statisch nicht bestimmbar, sie seien = X gesetzt. 

Bleiben Verschiebungen der Angriffspunkte der Auflagerkräfte und 
Temperaturänderungen unberücksichtigt, so mufä X der Bedingung ge- 
nügen: 


j^j'Tx '^JJf'Yx 


r dx = 0. 


Bedeuten J^ und ÜJ, das Trägheitsmoment und den Elastizitäts- 
modul für alle Querschnitte der Stäbe AD und CB, 
J und E die entsprechenden Werte für den Stab AB^ 
F den konstanten Querschnitt des Stabes AB^ 
so folgt für den Stab AD-. 

rfiCj = 0. 




ö 

Dieselben Werte der gesuchten Integrale ergeben sich für CB, 
Dem Stabe AB entspricht 

(II) l--.'^äx=''^ 


Jef 


dX EF 



Das Biegungsmoment für irgend einen Querschnitt G des Stabes 

^5 ist 

M = Mo — Xh, 

unter Mq das Biegungsmoment für einen einfachen, bei A und B frei 

?M 
aufliegenden Balken verstanden (Fig. 53), und es folgt somit -^-=r 

= — h und 

« 

Setzt man die Summe der mit (I), (II), (III) bezeichneten Integrale 
(von denen das erste zweimal zu nehmen ist) gleich Null, so erhält 
man die Gleichung: 

, Xh^ , XI , Xh^l h / , 
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und aas dieser folgt: 


(IV) X = 


I 




/' 


,,r , 2 j E h j -\ 


Hierin bedeatet JMQdx den Inhalt der dem einfachen Balken AB 



(Fig. 104) entsprechenden Momentenfläche ALB, Wirkt z. B. auf^B 
nnr die Einzelkraft P, Fig. 105, so ist die Momentenfl&che ALB ein 

Dreieck von der Höhe — — nnd dem Inhalte 

l 

.„. i,, , Pab 
(V) li^dx = -—' 


t 


Einer gleichmälsigen Belastung der Längeneinheit von AB mit g 

entspricht eine Parabelfläche ALB von der Höhe -^- — , Fig. 106, und 

o 

dem Inhalte 


/' 


M„.x = A.^.,= ^^' 


8 8 12 



Bei gleichzeitigem Auftreten einer gleichmälsigen Last und einer 
Schar von Einzellasten entsteht: 

Nachdem X gefunden ist, lassen sich die Spannungen c in allen 
Teilen des Gerüstes leicht berechnen. 

Aufgabe 10. Fig. 107. stellt die End Versteifung einer Balken- 
brücke mit einer oben liegenden und einer unten liegenden Fahrbahn 
dar. Der untere Endquerträger fehlt; der obere sei bei A und B ge- 
lenkartig aufgelagert, und durch lotrechte Lasten beansprucht, er übe 

* ♦ 

auf die Endständer die Drücke A und B aus; vergl. die Figuren 108, 
109, 110, in denen die am Querträger und an den Ständern angreifen- 
den Kräfte angegeben sind; N bedeutet die im Querträger auftretende 
Längskraft. A und B werden nach den bekannten Kegeln für den 
einfachen Balken berechnet. Man erhält 

8* 
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Liegt P links Yon A, '80 wird a negativ, liegt es rechts von B^ so 
wird b negativ. 

H bedeutet den in A angreifenden, gegebenen Winddmck ; X nnd 
H — X sind die. bei B' und A' bervorgemfenen wagerechten Stützen- 


Flg. 107. 



PIg. 111. 


FJg. 112. 


Flg. 118. 


'r*-'jO£f*k ft 



■«--«--». 


widerstände. Die lotrechten Stützendrücke bei A' nnd B' sind A' == A 

— H^hezw. B'=B-\-h\' 

if 1/ 

Damit der Ständer ^^' im Gleichgewicht bleibt, mnfs 
sein, nnd hieraas folgt: 
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Ebenso muTs sein 


E 


ZJAi + -TÄ = 0, also 

< a H* — h- *\ 

I i 

Lp i 


JiT 


< — ^ — >i 

4. 




y.iar. 


Flg. 108. 


Z 


s 




-gc-^ -<— 6^ 


X-If 


A'^-JSTh 



\B'Bi^:^j^ 


Fig. 109. 


Fig. 110. 


Femer ergibt sich für die Diagonale 


D sin 9 = -ö" 


l 


so dafs also D unabhängig von X ist. Das gleiche gilt von den Längs- 
kräften der Ständer. 

Das Biegangsmoment für einen' zwischen Ä und B gelegenen 
Querschnitt des Querträgers ist, wenn d der Abstand des Windrer- 
bandes von der Achse des Querträgers bedeutet, 


= Mo + iVci = Mo — if 




wo Mo das Moment für einen bei A und B frei aufliegenden, nur von 
den lotrechten Kräften Ä^ B, P beanspruchten Balken AB ist. Die Mo- 
mente für die Querschnitte der ausgekragten Teile des ^Querträgers 
sind unabhängig von X. 

Für die Ständer ergeben sich auf Grund der Momentenfläohen I 
und II die folgenden Biegungsmomente. Es ist an der Stelle x 
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des linken Teiles ä, M={X—H)hi-^ 


., ,, ,, Äg M = (-X — H) X 

„ rechten „ hi M = X\ 


>> »» 


„ Äj M = Xx. 

Die Elastizitatsgleichting 

J EJ ZX ~] EF iX 


lautet hiernach : 


i_/-(„._H-+xM)(M) 


EJ ~ " ■ "^ ^^ 


+^M-«lr)(lr)-+j6rf-«"-i(*'i)- 

u 

Die beiden ersten Integrale beziehen sich auf den Qnerträger, die 
folgenden der Beihe nach auf den linken Ständerteil h^, den linken 
Teil ^, den rechten Teil ^j, den rechten Teil \^ den Stab U, 

Nach Ansfühmng der Integrationen findet man: 

Das Integral IVL^dx ist gleich dem Inhalte des zwischen A nnd B ge- 
legenen Teiles der M^ = Fläche. Einer Last zwischen Ä nnd B ent- 
spricht (yergl. Fig. 111): 

Pah 
2 ' 


/■ 


MqC^o;» 


nnd einer links Ton A gelegenen Last 

fM^da: = — ^~(Fig. 112), 


1 ja. 
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6l)6n80 einer rechts von B angreifenden Last 


/' 


Eine gleichmäisige Belastung y f. d. Längeneinheit, die zwischen 
A und B aufgebracht wird, bringt hervor (vergl. Seite 115): 

gl' 


/ 


MAtfir = 


12 


und die gleichmäläige Belastung / f. d. Längeneinheit der Kragträger 
erzeugt das Stützenmoment (Fig. 113) 

,2 


/• 


M^ = — 


Viiidx = — 


9^ 
2 

geH 


mithin 



Aufgabe 11. Es ist ein ebener Stabzug (Fig. 114) zu unter- 
suchen, der an den Enden {A nnd B) fest eingespannt ist und von 
gegebenen, in der Ebene 
des Stabzuges gelegenen 
Lasten P beansprucht 
wird. In den Ecken seien 
die Stäbe starr mitein- 
ander verbunden. Wären 
die Stützenwiderstände 
JT« und Kf, bekannt, so 
lieisen sich die Momente 
M und Längskräfte N ^«- i*^- 

für sämtliche Querschnitte 

leicht berechnen. Wir zerlegen K^ nach lotrechter und wagerechter 
Richtung in A und H^, bezeichnen den Abstand der Kraft H^ von der 
Einspannungsstelle mit h^ (nach oben positiv gezählt) und setzen 

[1] H„K=M^. 

Ma heilst das Einspannungsmoment bei A. Ebenso zerlegen wir K^ in 
B und Hb und setzen 

[2] H,h = MB. 
Da zur vollständigen Bestimmung der Stützenwiderstände, nämlich zur 
Ermittlung der sechs Unbekannten A^ B, H„, Ht, Ma, Mb nur drei 
Gleichgewichtsbedingnngen zur Verfügung stehen, so müssen drei Elasti- 
zitätsbedingungen aufgestellt werden. Hierbei wollen wir den Einflufs 
der Längskräfte A^ vernachlässigen*) und (von Temperaturänderungen und 


^) Dies ist nur bei gröfseren Pfeilhöhen zulässig. 
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zu einem 


Stützenverschiebangen absehend) nur die Biegangsarbeit / 

Eleinstwei-te machen, wo da die Länge eines Elementes einer Stab- 
achse bedeutet. 

Zunächst machen wir den Stabzag auf irgend eine Art statisch 
bestimmt, beispielsweise durch Anordnung eines auf wagerecbter Bahn 
beweglichen Auflagergelenkes A und eines festen Auflagergelenkes bei 
B*) Ist dann R die Mittelkraft sämtlicher Lasten P, und sind r« 
und r^ die Hebelarme von R in Bezug auf die Gelenke Ä und B^ 
so erhält man mit den aus der Fig. 115 ersichtlichen Bezeichnungen 
die Stützenwiderstände: 


[8] Ä,= 


Rn 

l 


Bo = 


Rf\ 

l 


H^ = -ßcos a; 



Fig. 115. 


sie mögen im Verein mit den 
Lasten P die Biegungsmomente 
Mq erzeugen. 

Nun betrachten wir geson- 
dert den EinfluXis der Kräfte, 
welche bei Ä und B hinzuzu- 
fügen sind, damit die wirkliche 
Stützung (nämlich Einspannung 
bei ^ und B) herbeigeführt werde. 
Dieses Kräftesystem, welches für 
sich im Gleichgewicht sein moÜB, 
ist in Fig. 116 angegeben; es 
besteht aus den entgegen- 
gesetzt gleichen wagerechten 
Widerständen X^ den ent- 
gegengesetzt gleichen lot- 
rechten Widerständen Fund 
aus zwei bei A bezw. B an- 
greifenden Kräftepaaren, 
deren Momente gleich M^. 
und Mb sind und die wir kurz 
die Kräftepaare M^ und M^ 
nennen wollen. Zwischen M^ und M^ besteht die Beziehung (Qleich- 
gewichtsbedingung) : 

[4] M^ +YI — M3 = 0. * 

Hat man X, Y, M^ mit Hilfe der Elastizitätsbedingungen er^ 



Fig. 116. 


*) Diese Stützung erweist sich für die hier ins Auge gefafsten Anwen- 
dungen als besonders vorteilhaft. 
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mittelt, so findet man 


[5] 


A =Ä^ + Y', B =Bo — Y 
H„ = X; H, = H^+X 

und ist dann imstande, die Widerstände JT« nnd K^ nach Lage und 
OrGfse zu bestimmen. 

Eine wesentliche Vereinfachung der ganzen Rechnung erzielt mau 
nun, wenn man den Angriffspunkt der Kräfte X, Y von A nach ver- 
legt, Fig. 117, und die Lage 
von so bestimmt, dafs jede 17" 

der drei Elastizitätsgleichungen ^ 

nur eine statisch nicht bestimm- 
bare Gröfse enthält. Das Kräfte- 
paar M^ ist durch ein an- 
deres Kräfbepaar Z zu er- 
setzen, so zwar, dafs mit den 
in Fig. 117 angegebenen Ko- 
ordinaten von 0\ 



Fig. 117. 


Xz — Yw — Z=^j, 


ist. 

Wird der Stabzug auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezogen, 
dessen Ursprung der Punkt ist, dessen positive y- Achse die Richtung 
von -f- Y und dessen positive x- Achse die entgegengesetzte Richtung 
von -|~ ^ ^&t) so ^8^ cler EinfluGs von X, F, Z auf das Moment f£Lr 
irgend einen Querschnitt C 

U = — Xy—Yx — Z. 
Dabei ist das Moment der am Teile AC des Stabzuges angreifenden 
äuüseren Kräfte positiv angenommen, wenn es rechts herum (d. h. im 
Sinne des Uhrzeigers) dreht.*) Im ganzen entsteht 

[6] M = Mo — Xy — Fa: — Z, 
und insbesondere an der Stelle A: 

[7] M^ = + X^ — Yw — Z. 
X, Y und Z berechnen wir mittels der Bedingungen 

. ^ dM . _ /• M aM . _ r M ^M 


Je. 


EJ ?iX 


C M 


EJ ZY 


de = 


-f 


EJ dZ 


d8 = 0; 


und erhalten wegen 

^M *^M 


dX 


=— y> 


dY 


X, 


^M 
ZZ 


— 1 die Gleichungen : 


*) Das Moment der am Stücke BC angreifenden Kräfte ist dann bekannt- 
lich positiv, wenn es links drehend ist. 
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[9] 


/(Mo- 


Xij— Yx 


xds 


Uo—Xy—Yx 


■) 

\ ds 
J EJ 


Jede dieser Gleichungen multiplizieren wir mit dem ]t>eliebig groijsen, 
konstanten Trägheitsmomente /«, femer setzen wir eine überall gleiche 
Elastizitätsziffer E yorans, und schliefslich wählen wir den bislang will- 
kürlich angenommenen Pnnkt so, dais 


[10] 


I y -j- ds = 0, 1 X -— da = 0,W xy 


d8=0 


wird. Indem wir dann zur Abkürzung 

J. 


[11] 


ds = ds' 


setzen, erhalten wir die einfachen Formeln 


[12] 


f^Qxds 

— —^f 

fMods' 

^1^^ ■ i ■ -Im ■■ ■ - ■ » 

G 


wo t; 


T = 


G = 


/ 


=/"''• 


Die Gleichungen [10] lassen sich wie folgt deuten. Schreibt man 

dem Stabteilchen ds das Gewicht -~'~ ds = ds' zu, so bedeuten die 

«/ 

beiden ersten Integrale in den Gleichungen [10] die statischen Momente 
des Stabzuges in Bezug auf die a;-Achse und die y-Achse, das dritte 
Integral aber stellt das Zentrifugalmoment des Stabzuges vor. Damit 
die Gleichungen [10] erfüllt werden, muTs der Funkt mit dem Schwer- 
punkte des Stabzuges zusammenfallen; ferner müssen die Achsen x^ y 
Hauptachsen sein. In dem in der Fig. 117 vorausgesetzten Falle eines 
in Bezug auf die Lotrechte durch die Mitte symmetrischen Stabzages 

[to = — Z ) fällt die y-Achse mit der Symmetrieachse zusammen. 

Die Integrale T, und T, bedeuten die Trägheitsmomente des Stab- 
zuges in Bezug auf die x-Acbse bezw. die ^-Achse und G ist das 
gesamte Gewicht des Stabzuges. Bei Berechnung dieser Integrale ist 
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es stets zulässig, den Stabzug in prismatische Teile zu zerlegen. 
Man erhält dann fUr ein solches Stabstück konstanten Querschnitts 

G = -y- 3=^8 und, bezogen auf irgend eine Achse (^), mit den Be- 
«/ 

zeichniiDgeii in Fig. 118, 

'S 

[18] 


J J J Bina J ^ ' J '^i — '^1 3 


fji 


^i 


Behufs übersichtlicher Darstellung der die Zähler von AT, F, Z 
bildenden Integrale, zeichnen wir für die einzelnen prismatischen Stab- 
stücke die Mg -Linien, indem wir die Momente Mq von der Stabachse 



^ — M^ 



— — . 


^st 


Fig. 118. 


Flg. 119. 


aus als Ordinaten auftragen, Fig. 119. Sodann bestimmen wir den 
Schwerpunkt der zu einem Teile 8 gehörigen Mq -Fläche, femer den 
diesem Schwerpunkte entsprechenden Punkt 5 der Stabachse, bezeichnen 
die Koordinaten dieses Punktes mit Xs^ ysi den Inhalt der Mq- Fläche 
mit So ^^^ erbalten für den Teil s: 


[14] 


1/ 


Moy "7"^^='T^oy« 


M^ X Y d8^=-j%Q Xs-" 


Diese Werte lassen sich deuten als die auf die Achse x bezw. y be- 
zogenen statischen Momente eines dem Punkte S zugeschriebenen Ge- 

j 
wichtes-y^ f^Q. Bezeichnet man also mit ®„ und @y die Summe der 

statischen Momente aller auf die beschriebene Weise gebildeten Gewichte 

-^ f$0 in Bezug auf die Achsen x und y, so erhält man 
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[15] X = 


@. 


r= 


@. 


während 


[16] Z = 


J_ 

G 


% 
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ist. 

Werden einzelne Stäbe über die Verbindungsstellen mit den Nachbar- 
stäben hinaus verlängert, Fig. 120, so sind diese überstehenden Enden 

bei Berechnung der Trägheitsmomente T und 
Gewichte O beseitigt zu denken, weil die Mo- 
mente nur innerhalb der Verbindungsstellen 
abhängig sind von X, F, Z. Aus demselben 
Grunde kommen auch die Mq -Flächen der über- 
stehenden Enden bei Berechnung der Flächen- 
inhalte So und Ermittlung der Schwerpunkte 
dieser Flächen nicht in Betracht. Die an den 
Verlängerungen angreifenden Kräfte sind natürlich von Einfluls auf 
Xy Yy Zf da sie ja von Einflufs auf die innerhalb der Verbindungs* 
^^Plnj9i stellen entstehenden M^ sind. 

.^ — C Wir wenden jetzt die 

abgeleiteten allgemeinen Ge- 
setze auf den in Fig. 121 
dargestellten Sonderfall an. 
Es handele sich wie in Auf- 
gabe 10 um die Endverstei- 
fung einer Balkenbrücke. 
Der Querschnitt des Quer- 
trägers habe das Trägheits- 
moment «7, der Ständer- 
querschnitt das Trägheits- 
moment «7«. Es sei J^'= J 
gewählt. Dann ist das Ge- 
wicht des Querträgers gleich 
/, das Gewicht eines Ständers: 

also im ganzen 
Fig-121- [17] Ö = Z-f2Ä'. 

Der Abstand z^, des Schwerpunktes von der Achse des Quer- 
trägers ergibt sich aus der Momentengleichung 



^.U-J...-it^ 
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[18] z,G = 2h:~ = Kh zu 


[19] z.= 


Das Trägheitsmoment des Stabzuges in Bezug auf die Achse des 
Querträgers ist 

r=2.4-^Ä»=|^Ä'Ä« = -|-Ä;?.ö, mithin 


[20] 


vi/ 


oder 




wofür man auch, wegen h'h = zJ-\- 2 h' z^ schreiben darf: 

[21] T, = -^^{2l+h'). 

Das Trägheitsmoment für die ^- Achse ist: 

1 J / l \^ 

[22] r, = -^a + 6Ä'). 

Auf den Querträger A' B' mögen beliebige lotrechte Lasten P 
wirken; die Ständer hingegen seien unbelastet. Die Mq -Fläche stimmt 
dann mit der Momentenfläche eines einfachen Balkens A'B^^ der an 
den Enden frei aufliegt, überein; ihr Inhalt sei So» ^ Schwerpunkt 
habe von der* ^- Achse den Abstand e. Die statischen Momente @, und 
®y sind 

®* = So ^»f ®y = So * 

und man erhält 

So^* 8 So 


[28] 

H— 

X — 

[24] 

Y= 

5o« 

T 


T. h(2l + h') ' 

Z = 


So 


G 

Setzt man den wagerechten Stützenwiderstand H= X mit dem 
Kräftepaare, dessen Moment gleich Z ist, zu einer Resultierenden (deren 
GröÜBe wieder = X ist) zusammen, so findet man den Angriffspunkt L 
derselben (yergl. Fig. 122) mit Hilfe der Oleichung 

x'li7 = Xz, — z, 

woraus 
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LL 


T. (1h \ A *, 


Der Neigungswinkel ß der Mittelkraft R ans Y nnd X ist be- 
stimmt durch 

Tjr nr, ^ 

V 




WO 


[25] r = 


Z«(/ + 6Ä') 


4ä(2/+ä') 

eine von der Belastung unabhftngige Strecke bedeutet. Bestimmt man 
also in der ^- Achse im Abstände v von der Achse des Querträgers einen 

festen Punkt Fund 
C verbindet V mit 

dem lotrecht unter 
dem Schwerpunkte 
der Mq -Fläche ge- 
legenen Punkte S 

der Quertrftger- 
achse durch eine 
Gerade, so steht 
die Richtung der 
Kraft R senkrecht 
auf dieser Geraden. 
Hat man hiemach 
die Richtung von R 
bestimmt, so findet 
man die Gröijse von 

Ry indem man H 

» 

mittels Gleichung 
[23] berechnet. 
Setzt man schlielslich R mit dem Stützenwiderstande Aq des einfachen 
Balkens A'B' zusammen, so erhält man den Stützen widerstand (Kämpf er- 
druck) Ka und ganz ebenso findet man K^, als Mittelkraft aus R und Bq. 
Bezeichnet man mit z^ und Zj, die Entfernungen der Querträgerachse 
von den Punkten A'' und B'\ in denen die Ständerachsen von den 
Kräften R geschnitten werden, so sind die Angriffsmomente für die 
Endquerschnitte A' ufid B' des Querträgers: 



Fig. 122. 


[26] M^. = — Hz„; Us. = — Hz 


bj 


*) Nach Gleichung [20] ist -=^ = 

ZoCr 


2h 
3 


— Zi 
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und man erhält die Momentenfläche des Qaertr&gers, indem man von 
der Uo>Fläche ^'CB'ein Trapet in Abzug bringt, dessen Endhöhen 
gleich ilj. bezw. M^ sind. Durch die Momente M^. und M^. sowie 
dtirch die Fonkte A", B" sind ancb die Momentenflächen I und // der 
Ständer bestimmt. 

Es m9ge noch der Binflnls einer zwischen Ä nnd B' aafgebrachten 
Einzellast P, deren Abstand von der Mitte gleich % sei, fQr sich ver- 
folgt werden. Die M^- 

FIBche ist ein Dreieck von !*"6~*i 

Pah 
l 
dessen Schwerpunkt im Ab- j 

Stande e ^ — % von der 

Mitte liegt. Bestimmt man 
also anf der Mittellinie den 
festen Pankt V im Ab- 
stände 3d von AB' und 
verbindet man V mit dem 
Angriffspunkte C von P 
dnrch eine Gerade, so ist 
J"B"_[_F'C. DieK&m- 
pferdrilcke K, und K^ 
treffen P in demselben 
Punkte C; der lotrechte 
Abstand n dieses Punktes 
von der Geraden -4"B" 
ist bestimmt dnrch die 
Gleichung*) '■\, 

a H IH ' 
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[27J 


Nun ist aber 


[281 H= -^ , d i. 

*) Zum Beweise denke man Ka «'ie in Fig. 122 in A^ und B zerlegt 
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r29l H- ^^"^ 

nnd man erh&lt daher für n den von der Lage der Last unabhängigen, 
festen Wert 

OL 

[SO] « = -^(2/ + Ä'). 

Bewegt sich P von ä' nach Bf^ so beschreibt der Punkt C' eine 
Parabel (die Eämpferdrucklinie), deren Achse mit der Mittellot- 
rechten zusammenfWt und deren Scheitel Cq von L den Abstand n 
hat. Der äulserste Parabelpnnkt C" ist bestimmt durch TL \ Ä V* 

und ~TC" = n. 

Noch sei hervorgehoben, dais man die in der Fig. 123 schraffierte, 
von den Geraden Ä^^ Ä' C\ C' B>\ Ä Ä\ B^B" begrenzte Flache 
als Momentenfläche des Balkens AB' auffassen darf, denn die auf die 
Achse Ä B^ bezogenen Ordinaten z des Linienzuges Ä'C'B" geben 
mit H multipliziert die Biegungsmomente für den Balken ^ B\ Dem 
Querschnitte D entspricht z. B. if = -j- S^^ was leicht einzusehen ist; 
man braucht nur Kj, von I^' nach D' hin zu verschieben und dort in 
B und H zu zerlegen. Formt man H durch Einführung von n um in 

[31] H = ^, 

In 

so erkennt man, dals die Einflufslinie für H eine symmetrische Parabel 
ÄSB ist, deren Pfeilhöhe 

[32] f=\L 

ist. Der Last P entspricht H = P'(\. 

Wirkt auf den über A' und B' hinaus verlängerten Querträger 
(Fig. 124) links von A' im Abstände a von A' eine Last P, so ist 
die Mq -Fläche (welche jetzt negativ ist) ein Dreieck von der Höhe 
Pa. Der zur Strecke l gehörige Teil dieser Fläche hat den Inhalt 

»0 — 2"' 

es entsteht also 


l [38] H= -'^'*' ^« 


2ä(2Z + ä') n 

Der Abstand des Schwerpunktes der Fläche So '^^^ ^^^ Mittellinie be- 
trägt ^ = ~^h weshalb 


129 — 


\i' t-jf 


if -rwf 


und hieraoB folgt AB J^Ä V . Für Aq und Bq erhält man 

Pb „ Pa 

Die Lage des Punktes C'\ in welchem der Eftmpferdruck JT» die 
Achse des linken Ständers schneidet, ist durch die Gleichung 

A''C"'.l = Bo:H 
hestinimty und zwar folgt hieraus 

A C =n. 


■<■ 


ö y 


I 
I 
I 

r 
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Die Fläche zwischen den Geraden AB' und C" B" darf als Mo- 
mentenfläche des Balkens A! B' aufgefafst werden. Dem Querschnitt D 
entspricht M = + Hz, Für den Querschnitt J5' ist M = jET^j, während 
man an der Stelle Ä entweder M = — Pa oder M. = H(n — Za) er- 
hält, jenachdem man den Schnitt links oder rechts von der Mittellinie 
des Ständers AA' ftthrt.*") Den Ständerquerschnitten A\ B' entsprechen 
die Momente M^« = — jÖ"^«» M^^ = — Hzi,. 

*) In Wirklichkeit ist dieser schroffe Übergang selbstverständlich nicht vor- 
handen. 

Mdller-BreBlaa, Die neueren Methoden der FestlgkeltBlebre. 9 


Die EinflaTBlinie fUr H infolge tod Lasten, die links von Ä oder 

rechte von £' liegen, besteht ( wegen H= — P — ) ans den Gnd- 

tangenten der Parabel ABB. 

Greift an der Endversteiftang eine wagerechte Kraft P an, 
Fig. 125,*) Bo führt niso als statiseh bestimmtes Hauptsystem zweok- 
määig den bei B fest eingespannten, bei A freien Stabmg ein. Bb 
wird dann nur der Stftnder ff B diirofa Momente Mg beanapracht and 
der linke Efimpferdmck ist die Mittelkraft ans den WiderstKnden X 
und Y und dem Krftftepaare Z. Bedeutet k den Hebelarm von P in 
Bezog anf B, so ist die Mg - Flache ein Dreieck vom Inhalte 



3fg = — Pk—r; ihr Schwerpunkt liegt im Abstände z^ — 

2 fl 

E-Achse, und es ist daher 


Man erhält also: 


r = + - 


Pk- 


[34] X=- 


(-1) 


Pb* 


4 7; j. 


2 2". J, 

und ist nun im stände, die Angriffemomente fUr die Qoerschnitte A, 
A', ff,Bm berechnen. Es ist 

*) £s bandelt sich hier um den Einflufe des Winddrucks. Dar Windver- 
band liegt in der Regel unterhalb der Achse des Querträgers. 
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[35] 


M^ = + Xe, 


M^, = — Xe. 


l 


M^ = — X^.+ F-g Z 

M3 = + AX + Y-^ Z—Pk. 

Durch diese vier Momente ist die Beanspruchung des Rahmens 
auf Biegung vollständig bestimmt. 

Aufgabe 12. Der in Fig. 126 dargestellte geschlossene Stabzug 
mit steifen Ecken, an dem sich gegebene Lasten das Oleichgewicht 
halten mögen, läTst sich nach Fig. 127 auffassen als ein an zwei Enden 
C und C' eingespannter Stabzug. Die beiden Einspannungsstellen fallen 
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Fig. 127. 


zusammen. Der Querschnitt C darf beliebig gewählt werden. Ersetzt 
man die im Querschnitte C auftretenden Spannungen durch ein Eräfte- 
paar Z und zwei Kräfte X und F, so läfst sich das Biegungsmoment 
für irgend einen Querschnitt D auf die Form bringen 

M = Mo— J^— y>c— Z 
wo y und x die vom Schwerpunkte(yues Querschnitts D auf X und Y 
(die sich nicht rechtwinklig zu kreuzen brauchen) geföUten Lote be- 
deuten und Mq das Biegungsmoment infolge der am Teil DC des Stab* 
zuges angreifenden Lasten P. 

Wird das Koordinatensystem (o?, y) ebenso wie bei Aufgabe 1 1 so 
gewählt, dafs die Gleichungen 


/ 


[1] /y-fd« = 0, 


i' 


d8=0, />Ä 


Ms = 


erfüllt werden (Seite 122), so gelten für A', Y, Z die auf Seite 124 
abgeleiteten Gleichungen: 

9* 
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[2] X = 


[3] Z- 



r— 


-"j 

So 



a 


Als Beispiel untersnchen wir den in Fig. 128 dargestellten Rahmen, 
der bekanntlich bei der Querversteifang eiserner Brücken eine grofse 
Bolle spielt. Zum Trägheitsmoment J^ wählen wir das Trägheits- 
moment J« des Querschnitts des Querträgers. Die Gewichte von Ständer 
und Querriegel bezeichnen wir mit 


Ä = ä' und 


l = (. 


Das Gewicht des ganzen Rahmens ist dann 

[4] C = Z + r-f2Ä'; 
seine wagerechte Schwerachse ergibt sich aus der Momentengleichung 

z,G=lh-{' 21i 4- = Ä (^ + ä') zu 


[5] 


_ h{l-\-K) 


_^._/^._. 



-(Tn) 


-C^wJ 


±J' iL 


Fig. 128. 

Den Schnitt C führen wir durch die Mitte des Querriegels. Die 
in die Figur eingetragenen X, Y, Z mögen sich auf den links yom 
Schnitte gelegenen Querschnitt C beziehen. Da die F- Achse eine Sym- 
metrieachse isty werden die Bedingungen [1] erfüllt. 

Das Trägheitsmoment des Rahmens in Bezug auf die Achse des 
oberen Querriegels ist 
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und für die X-Achse 

r. = r. — ö«j = T. — Ä a + Jt) z,. 

Setzt man z^=^h — z^^ so erhält man 


[6] r. = Ä [«. (Ä' + — Y ä'a] 


Das Tr&gheitsmoment fttr die F-Achse wird 


T = 

12 


Wir nntersnchen getrennt den EinflnÜB der Lasten H und P. 
1. EinfluTs der wagereohten Kräfte H. Fig. 129. Im Falle 
Jf = 0, y=0, Z=0 sind der obere Querriegel und der rechte 
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I 

\i\ 
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I 

X 


z^ 


I 

I 

1. 


'Slj 




2^ 


Fig. 129. 

Ständer spannungslos. In den Stützpunkten Ä und B werden zwei 

Sf 
gleiche aber entgegengesetzt gerichtete Widerstände F= — hervor- 

V 

gerufen. Die Mq -Fläche des linken Ständers läüst sich in ein Bechteck 
und ein Dreieck zerlegen, beide Flächen von positivem Vorzeichen; die 
Mq -Fläche des Querträgers zerfällt in ein positives Dreieck und ein 
negatives Rechteck. Man erhält: 
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^j-^o = j;(H..H^H^) + -f.-HeJ, 


^^ = -i^He.h + H-)- + —-.-, 


2/ • 2 
2/ 2 


^— ^i":" (■-{)+ "^i'-'^H 


2 6 


iTeJ 


)'■ 


und findet 


X= — 


H 


2T, 


Hl 
|ä' [2«» (^.- A) + A («.- y)]+ ^J (f- 20| • 


Der Ausdruck für X IftijBt sich umformen in 

h 


=-<T+i 


T. 


)■ 


H 


ri 


A' 


2 


W^ 


yfY 


H 
Z 


B' 


Setzt man X mit Z 
zusammen, so erhftlt man 
eine Einzelkraft X im Ab* 
Stande 

X 


Z^ =;?. 


Hh 




^^ 


'Hfh 


Fig. 180. 


von der Achse des Quer- 
trägers, und diese Kraft X 
kann man dann mit T zu 
einer Mittelkraft K ver- 
einigen. 

Ist f , = tf . = so er- 
gibt sich (Fig. 130) 

Bh (l + Ji) _ Hz. 
2G "" 2 ' 


Z = 


X= — — H; z: 
2 


— Z^+Z. = ?ly 




Y = 


Bh' + l 


12 7V 


i 6Ä' + z+r 
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Die Biegungsmomente für die 4 Ecken sind dann 

M^, = — Yy, M,.= +yy- 

Für den Fall J^=zJ^^ also l = t, erbält man 

r=^y, M^ = M,. = — M^ = — M^.=-^*-. 

2. Einfltiili der Bozikreoliten Lasten JP. Fig. 131a. Am 
QnertrSger AB mögen Lasten P angreifen, die zwischen Ä und B 
liegen, die Kragarme seien also unbelastet. Die Mq -Fläche stimmt dann 
mit der Momentenfläche eines einfachen Balkens AB überein, der an 
den Enden frei aufliegt; ihr Flächeninhalt sei ^q und der Abstand 
ihres Schwerpunktes von der Y-Achse sei e. Dann ergibt sich 

®» = 8fo^» ©. = — 3fo^«» 

^--G-' ^=-7\' ^= — fr' 

« 

Setzt man X und Z zu einer Mittelkraft, deren Oröfse wieder 
= X ist, zusammen , so findet man deren Angriffspunkt in der Höhe 

wo Tu und @« bezw. das Trägheitsmoment und das statische Moment 
des Rahmengewichts in Bezug auf die Achse des Querträgers bedeuten. 
Da nun 

@. = rÄ + 27/-^ 

ist, 80 ergibt sich für zj der von der Belastung des Querträgers un- 
abhängige Wert 

h ^t-\-2h' 


Zu 


3 r + Ä 

Die wichtigsten Belastungszustände sind nun die folgenden. 
Gleichförmige Belastung mit ^ für die Längeneinheit Fig. 131b. 

Die M^ -Linie ist eine Parabel vom Pfeil — gl^. Es ist 


ip^L.i^s^L 
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X= — 


12 r.' 


y=o. 


Eine Einzellast P, Fig. 131c, entspricht als M^ -Fläche im Dreieck 

Pah 
von der Höhe — ; — , dessen Schwerpunkt von der y- Achse den Abstand 


« = — $ hat. 


l 

Man erh&lt: 

Pahz, 


X= — 


2 21 


r= + 


Pah^ 

6r„ 


Liegt eine teilweise gleichförmige Belastung, welche p für 
die Längeneinheit sein möge und die Strecke c (Fig. 131 d) bedecke, 
vor, so erhält man die M^- 
Fläche wie folgt. Man be- 
trachtet pe als eine im 
Mittelpunkte der Strecke c 
angreifende Einzellast, er- 
mittelt das zugehörige Mo- 
mentendreieck ÄJB> und 
berechnet dessen Inhalt: 

pc ——- • Nun bestimmt man 
^ 2 

senkrecht unter den End- 
punkten D und E der be- 
lasteten Strecke c die Punkte 
jy und Bf der Geraden A'J 
und B'J und zeichnet eine 

Parabel D'HE\ welche die Geraden A'J und B'JmD' und E" be- 
rührt. Die in Fig. 131 d schraffierte Fläche ist die Mq -Fläche. Es ist 

t)C 

Fff=iHJ = "^r" I^or Inhalt der von den Geraden D' J und Ef J 
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und der Parabel begrenzten Fläche ist — 

sich also 

pahc pc* 


1 pc* pc 


8 


24 


Es ergibt 


5o = ^^^^- 


24 


pahc 


®;=- 




1 
3 


pc^ 


X= — 


24 


h, 
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Wird der linke Aasleger durch Lasten P, deren Mittelkraft 2P 
sei, belastet, Fig. 132, so ist die Mo-Fläche des Querträgers ein Dreieck 
von der HOhe Ä Ä' = — dSP, wo d den Abstand der Mittelkraft 

von A ist. Man erhält 

Id Id l 

Aufgabe 13. Der in Fig. 126 dargestellte geschlossene Stabzng 
werde nngleichmälsig mn t^ erwärmt. Infolgedessen werden die Stab- 
qüerschnitte dnrch Längskräfte N nnd Momente M beansprucht und 
zwar ist für den Querschnitt an der Stelle xy 

[1] U = — Xy—Yx — Z, 

[2] JV"=-f Zco8a+ Ycosß, 
wo a und ß die Winkel sind, welche die den Punkt xy enthaltende 
Stabachse mit den Richtungen X und Y bildet. Zur Berechnung von 
X, Y, Z dienen die Gleichungen 


[3] 


I ds -4- I tt — - d« = 0, 


dY 

M dM 


d8=0y 


ds =0.*) 


EJ ^Z 

Werden die Richtungen von X und Y wieder so gewählt, dafs 


so ergibt sich 


r,T ^ EJ^fttcosads 
[4] X= ^r 


T 

Z=0. 
Schreibt man nun allen Punkten eines und desselben Stabes ein 
und dieselbe Temperaturänderung zu,**) so gehen die für X und Y 
gefundenen Ausdrücke über in 

*) Vergl. Seite 87, Gleichung (51). Die Integrale / -=^57 4^ da und / -j^ 

O ff 

-—-==; ds haben wir, wie in Aufgabe 12, vernachlässigt.* Auch haben wir Af = 

angenommen. 

**) Längere Stäbe kann man in kürzere Stücke zerlegen und jedem Stück 
einen besonderen Wert t beilegen. Auf diese Weise läfst sich der Genauigkeits- 
grad der Rechnung beliebig steigern. 
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[6] X = - 


[7] Y=- 




wo 8^ und 8^ die Projektionen der Stablängen 8 auf die Bichtongen 
von X und Y bedeuten. 

Beispiel. Es liege der in der Aufgabe 12 untersuchte Rechteck- 
Bahmen vor, Fig. 138. Der obere Querriegel werde erwärmt um t^^ 
der untere um ^«, der linke Ständer 
um ti^ der rechte um tr* um den C \/P' 

Projektionen 8^ und «, der Stablängen 
das richtige Vorzeichen zu geben, um- 
fahre man, von der Einspannungs- 

stelle C' ausgehend, den Stabzug und ^ v H Iv 

deute dies durch Pfeile an; man er- 
kennt dann, daÜB die Projektion s, des 
oberen Querriegels = -f- ^ ist, die des 
unteren = — i, und die Projektion 8^ 
des linken Ständers = -|- A, des rechten 
Ständers = — h. Man erhält daher 


l 

Fig. 183. 


x= — 


zEJMK — O 


. 



Fig. 134. 


1"=- 


cEJ.Ä ((, — (,) 


Ist also t, > (. und t,'^ tr, 80 entstehen negative Werte X and T. 
Ihre Znsamniensetzimg za E fuhrt za der in Fig. 134 dargeetellteii 
Angriffs weise des Bafamena. Die durch Schiaffiemng kenntlich ge- 
macht« MomentenflKche ist durch Berechnung eines Eckmomentes, bei- 
spielsweise des Momentes M^ ^ — Xr bestimmt. 

Aufgabe 14. ünteranchimg der Träger der in Fig. 135 skizzierten 
eisernen Treppe. 

Wir versehen die PodesttrSger mit den Ordnnngaziffem 1,2,.. r, 
(r -|~ 1), . . und betrachten znnOohst die Wange (r — 1) — r und zwar 
anter der Voranssetzong gelenkartiger EndbefesUgnngen, Fig. 186. 




Flg. 1». Wg. ist 

Eine lotrechte Last P ruft bei r — 1 und r schräge WiderstftDde 
L und B hervor, die nach lotrechter Richtung und nach der Bichtong 
der Wangenachse in A nnd C bezw. B and C zerlegt werden. Die 
Seitenkräfte C sind entgegengesetzt gleich nnd aaf statischem Wege 
nicht bestimmbar; ihre wagerecbte 8eit«nkraft werde mit JC^ bezeichnet. 
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Für Ä und B erhält man aus den Momentengleichnngen (in Bezug 
auf r nnd r — 1): 

Al — Ph=0\ Bl — Pa = 0, 

die Werte 


A = 


Ph 


B = 


Pa 


l ' ' l 

welche mit den Auflagerdrttcken eines einfachen Balkens übereinstimmen, 
dessen Stützweite gleich der Horizontalprojektion l der Wange ist. In- 
folgedessen sind auch die Biegnngsmomente für den ansteigenden Träger 
und für den wagerechten Träger (r — 1) — r gleich grols. Bedeutet 
also q die Belastung für die Längeneinheit der Horizontalprojektion l, so 

ist das grölste Moment M = -^ ql^, Fig. 187, und die Beanspruchung 
der Wange: 


8 


8 W 


a = ±-^^^ + 


Xr sec a 



,yV,*cr^'jrr^jt^a 


s^-^ 


vimmmmL 


,X*^r., i 


i4-«- 


i 


e. 


-€*- 


—d^ 



4 

Ifig. 138. 

wo W das Widerstandsmoment und F den Inhält des Querschnitts be- 
deutet. Das zweite Glied ist unwesentlich und darf stets vernachlässigt 
werden. • 

Auf den r^° Podestträger werden nun seitens der Wangen die 
folgenden Kräfte ausgeübt, Fig. 188. In lotrechter Richtung wirkt die 
Belastung: V^ + (X — X + i) tg a, wo Vr den EinfluTs der vorhin mit 
A und B bezeichneten Kräfte bedeutet, femer in wagerechter Richtung 
die Belastung X + -^r+i. Di© beiden Lasten P^ und P^ in Fig. 185 

würden z. B. erzeugen : Vr = —^ -\ — ^. Alle diese Kräfte dürfen 

in der Mitte des Podestträgers angreifend angenommen werden; sie 
erzeugen für den nach Fig. 138 auf ein Achsenkreuz u, v bezogenen 
Querschnitt, im Abstand x von der Stütze (Fig. 135), die Biegungs- 
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momente*) 


(I) 


M^ == — (Xr + Xr+i) X. 


AuDserdexn verursacht die Belastang des Podestes noch ein Moment 
M^, dessen GröMwert bei x = — b 

ist, wenn qr die gleichm&üsige Belastung für die Einheit der Länge b 
bedeutet. Die Momente M«, M, nehmen ebenfalls an der Stelle 

x= b ihre Grölstwerte an, weshalb die Berechnung der Bean- 

spmchang aaf Grand von 

1 ,_ . .„ _ . ,. . 1 


(11) 


M, = -^ [F, + (X — X+,) tg a] 6 + —qrh\ 

4 


ZU erfolgen hat Sind J« und J^ die Querschnittsträgheitsmomente in 
Bezug auf die Achsen u und v, femer e^ und e^ die Abstände der äuüser- 
sten Querschnittspunkte, so sind (für den hier vorausgesetzten Fall eines 
symmetrischen Doppel-^f'-Profils) die Beanspruchungen a^ und a^ in den 
in der Fig. 138 mit 1 und 2 bezeichneten Eckpunkten: 


(HI) 


ffi = -r -^ — r 


«» = + 




u^u 




=x(»- 




/• 


Für die Eckpunkte 3 und 4 erhält man 

03 = — ^2 und Ö4 = — ff 1 . 

Das Moment M« ist stets positiv, hingegen wird M, positiv oder 
negativ ausfallen, je nachdem Xr -}- X'+i positiv oder negativ ist. Im 
ersten Falle entstehen die grölsten Beanspruchungen an den Stellen 
Jl und 4, im zweiten Falle an den Stellen 2 und 3. 

Die Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grölsen X soll 


*} Der Podestträger muTs als an den Enden frei anfliegender Träger 
berechnet werden. Die Einmauerung der Enden darf nicht als Einspannung 
betrachtet werden. 
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(anter Abeehang von Temperatar&nderangen) mittels der Bedmgnngen: 

ZA 


IX 


fN iN-.fiS, eM /-M. SM 


deren Anzahl mit der Anzahl der X übereinstimmt, erfolgen. Xr tritt nur 
in M«, M, für den Podestträger (r — 1) nnd r nnd in JV ftlr die beide 
Träger verbindende Wange auf. Es ist für den (r — 1) ten Podest- 
träger: 

M. = -|-[F,.. + (X-.-X)tg«]+*-^-i^f=^;||=-ftga, 

X dM« X 

für den r*" Podesttrftger: 


fllr die Wange (r — 1) — r: 

iV = Xr sec a, -x-^^ = sec a, 


^X, 


weshalb die Gleichung -r—- = lautet: 

v> 

X. 


"^^"'/''*^ -2 J-^tga[F;.. + g^.(&-x) + (A:,.,-X-)tga3-^^ 


u 


+ 2 T-^ (J?,.. + X) -^ + 2 T-^ tg a [F, + 3, (6 - X) 


II 


+ (X - X+,) tg «] ^ + 2 /^ (X + X+O -^ = 0. 

und nach Ausführung der Integration: 


J* 48 J. 


+ ^ ix^-x + 2 a; + x+.) = 0, 


*) Für die "Wange \&\.\dx-=^l sec a. 


ist \dx = 
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wo 


oder, nach den GröDsen X geordnet, 

wo 

x'=l ^tg»a, 

x=l+-^tg*a + 24-^8ec«a, 

Die Zahlen x' und x weichen yon 1 so wenig ab, dals man stets 
genügend genau setzen darf: 

Xr—\ -J- 2 Xr -p -^+1 = -iV» 

nnd man erhält deshalb für den in Fig. 135 dargestellten Fall einer 
dorch drei Geschosse reichenden Treppe, deren unterste Wange bei 
ein wagerechtes Gleitlager erhalten möge (weshalb X^ = wird), die 
fELnf Elastizitätsgleichungen: 

X, + 2X3+X^ = i^„ 
.Y, + 2X, + X5 = i\r„ 
X^ + 2X5 + Xe = JV5, 
X, + 2X, =N,. 

Die Auflösung ergibt: 

6X3= bN^-AN^ + ^N^ — 2N,+ N^, 
6X3 = — 4JV3 + 8iV3 — 6N^ + 41V5 — 2Nq, 
6X4 = SN^ — 6^3 + 9JV4 — 6^5 4- SiVe, 
ßX, = — 2N,-\-^N^ — ßN^-\-SN, — 4i^3, 
6Xe = JV2 — 2iV^3 + ^^\ — ^^5 + 5 JVe. 

Drückt man die N durch die T aus, so findet man: 

X, = -~ — ^tgaHrj wo 
o */„ 

Ä, = STi— 9ri,+ IT,— bT^+ 'iT^— Tg, 

Ä, = — ■iTi + i2r, — ur, + lor^— er, + ar«, 
fl5== — 2ri+ er, — ior, + i4r^ — i2r5 + 4re, 

Hg= r,— 3r,+ 5T,— 7'A+ 9T, — 5Tg, 
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und erhält nnn für a^ und a, (vergl. Seite 127) nach leichter Zwischen- 
rechnung die Formel 


wobei das obere Vorzeichen a^ liefert, das ^f2Z. 

untere öj. En^ffla | 

Ist beispielsweise tg a = 0,6 nnd erhal- 
ten die Podestträger das Normalprofil Nr. 23, ^^ 
Fig. 139, mit 


1 


e^=h\ mm, «« = 115 mm, '^'^ 

J, = 191 cm*, J, = 3657 cm^ ^*8- >8«- 

so entsteht 

<?! -- ^y- [F, + 0,05 Br + 0,04 Br^, + 0,5 <?,&], 

a, = ^ [n — 0,04 Ä", — 0,05 i7,+, + 0,5 5,«»]. 

Insbesondere ergibt sich für die Beanspruchung Q^ des Podest- 
trägers 1 (auf deren Berechnung wir uns hier beschränken wollen) 
wegen Hr-= H^^=^0 und Hr+x = H^' 

(IV) ^i = ^;[^'+n, wo 

(Y) F'= l,20Ti — 0,36Fj + 0,28F3— 0,20F^+0,12F5 — 0,04Fe, 

(VI) F"=i- 6 {bq, — 1,8 q^ + 1,4 ^3 — 1,0 g, + 0,6 g^ — 0,2 q^). 

Der erste dieser beiden Ausdrücke, nämlich V\ hängt nur von 
der Belastung der Wangen ab, der zweite von der Belastung der 
Podeste. 

Liegt eine die Wangen entlang wandernde Last P= 1 (Fig. 140) 
zwischen dem zweiten und dritten Podeste im Abstände x von Träger 2, 

l — X X 

so erzeugt sie Fg = 1 - - -- und F3 = 1 — , während alle übrigen F 
Null werden. Es entsteht dann 

V'= — 0,36 --""^ -j- 0,28 — . 

MüUer*Bre8lau, Die neaeren Methoden der Festigkeitslehre. IQ 
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^_ Y'Ftdiht 



das ist eine Funktion ersten Grades von x, 
woraus folgt, dafs die zur Wange 2 — 3 ge- 
hörige Einfiufslinie fflr V' eine Gerade ist, die 
bei rr = und a: = / die Ordinaten — 0,36 
und -f- 0,28 besitzt. Auf diese Weise gelangt 
man zu der in Fig. 140 dargestellten Einfluls- 
linien für F'; sie ist durch die Koeffizienten 
der Grölsen V in Gleichung (VI) bestimmt. 
Ihr FlKcheninbalt ist 

5 = / 1,20 — 0,36 + 0.28 — 0,20 -f 0,12 


0,04 1 
y-J = l,02/. 


Hiervon entfdllt auf den positiven Teil der 
Einflufsfläcbe: 


? = T['.- + d'4?^ 


36 


+ ;: 


0,28 


o-^ + 


0,28» 


Fig. 140. 


0,86 + 0,28 ' 0,28 + 0,20 

. _ ^ii_ I 0-^2^ 1 = 127/ 

' 0,20 + 0.12 ' 0,12 + 0,04J ' ' 

und auf den negativen Teil (absolut ge- 
nommen) 

g= 1,27 /— 1,02 / = 0,25 l. 


Wir zerlegen nun die Belastung der Wange in 

die ständige Belastung g für die Einheit der Länge / 
und „ bewegliche „ ^ „ „ /, „ „ Z, 

setzen i> + ^==9 tind belasten, um das gröfste a^ zu erzielen, die 
positiven Beitragsstrecken mit $, die negativen mit g. Wir erhalten dann 

,F'= (^5 — (75 = (1,27 q — 0,25 g) l 


Sind g' und q bezw. die ständige und bewegliche Belastung für 
den Podestträger, so wird F" ein Gröfstwert mit $i = g'a = ^5 = ^' 
und g% =^ g^ ^= q^ '== g\ und zwar ergibt sich 


max 


^"= j-M75'-3A 


also schliefslich : 


mojr^l 


4J. 


[(1,27 q - 0,25 ^) / + (7 (^'— 3 g') -^] 
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Wird das Eigengewicht der Treppe für das qm Orundfläche zu 200 kg 
angenommen, die bewegliche Belastung zu 800,*) so ist, mit den in der 
Fig. 135 angegebenen Abmessungen, für die Wange: 

g=200'-^- = 140 — ^, = (200 + 800) -7-- = 700 — ^, 
2 m 2 m 

und für den Podestträger: 

, ^ 1,6 ka 

g=200-^= 160 -^, 
2 rn 

5'= (200 + 800)-'^- =800 ^' 

2 fn 

Man erhält dann 

(1,27 q — 0,25 g) l + q — 3 g) ^ = 4781 kg 

und, wegen — "— = W^ = 318, 

4781-280 ^ kg ^^ 

4*318 cm' 

Nach der gewöhnlichen Berechnung hätte man in der Mitte dee 
Podestträgers die Belastung Vr'=ql angenommen und die Kräfte X= 
gesetzt. Dann wäre entstanden 

0, = -J^ [ql + 0,5 q'h], 

und hieraus hätte sich a^ = 790 kg cm^ ergeben, d. i. ein um etwa 49^ 
zu kleiner Wert. 


§ 16. 

Bereclinuiig der Terschiebuiigen Ton Punkten gerader Stäbe 
und der Brehungswinkel Ton Tangenten an die Stabaehse. 

1) UmfornoiTing der Gleichungen (37) und (38) im § 12. Um 

die Verschiebung 5^ eines in der Kräfteebene gelegenen Stabpunktes m 
nach einer in die Kräfteebene fallenden Richtung mm zu berechnen, 
bringe man im Punkte m eine durch m' gehende Last „Eins** an und 


*) Die Treppe diene zur Beförderung schwerer Lasten. 
**) Ganz ebenso werden die übrigen Podestträger untersucht. Wir fanden 
für sie etwas geringere Beanspruchungen. 

10* 


N == Längskrafb, 

M = BieguDgsmoment 
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bestimme die hierdurch hervorgerafeiien Auflager kräfte C, Biegungs- 
momente M nnd Längskrftfte N, Sodann erhält man für den Fall, 
daÜB die Gleichnng (41) und (42) auf Seite 89 gültig sind: 

. .X ^ CNNdx , fUÜdx , /* — , , r . M , -- 

wobei 

L = virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte C, 

hervorgerufen durch die wirkliche 
Belastung, 

während Iq und A^ die auf Seite 89 erklärte Bedeutung haben. 

Die Gleichung (54) ergibt sich aus der Gleichung (37) mit Beach- 
tung der Gleichung (46) und (47). 

Ist der Stab (oder die Stabverbindung) statisch unbestimmt, so 

dürfen bei der Berechnung der C, M und JS" alle statisch nicht bestimm- 
baren Grölsen gleich Null gesetzt werden, wobei es freisteht, in welcher 
Weise der Stab in einen statisch bestimmten Hauptträger verwandelt wird. 
Man darf auch schreiben (nach Gleichung 38): 
, , ^ r N dN ^ , fU dM ^ r dN ^ 

j, f ^t du ' dc ^ 

H- le • dx — 2t Ac, 

^J h dP^ dP^ ' 

wobei P^ eine in m angreifende, durch m gehende Last bedeutet, welcher 
nötigenfalls nach Ausführung der Differentiation der Wert Null beizu- 
legen ist. 

2) Drehung einer Tangente. Der Winkel t^, um welchen sich 
die im Punkte m an die Stabachse gelegte Tangente bei der Form- 
änderung des Stabes dreht, ist gegeben durch die Gleichung 

wobei N = Längskraft, 1 . - , 

-,, T%' Li infolge der wirklichen Belastunir, 

jf == Biegungsmoment I ° ®' 

N = Längskraft, 1 für irgend einen Querschnitt des 

M = Biegungsmoment j Hauptträgers, 

falls auf letzteren ein im Punkte m angreifendes Kräftepaar wirkt, 
dessen Moment 9R«, = 1 ist (vergl. Seite 85). 

L bedeutet die virtuelle Arbeit der gleichzeitig mit ^und M ent- 
stehenden Auflagerkräfte. 

Man darf auch schreiben, entsprechend Gleichung (38 a) und mit Hin- 
weis auf Gleichung (55), 


dx Ly 
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(55 a) T^ = 




dN 


dx-\- 


dXy 


/ 


M 


?M 


EJ ^2R, 


-dx-\- 


h 


_dN_ 


dx 


wobei das Moment 3R^ nach Ausführung der Differentiation gleich Null 
zu setzen ist, wenn das im Punkte m angenommene Eräftepaar in Wirk- 
lichkeit nicht vorhanden ist. 

3) Handelt es sich um einen Körper, der aus einem Fachwerke und 
aus einem oder mehreren auf Biegungsfestigkeit beanspruchten, geraden 
Stftben besteht, so tritt auf der rechten Seite der Gleichung (54) und 
(54a) noch der Wert hinzu: 

2— —-4- 26^5». 
EF ^ 

auf der rechten Seite der Gleichung (55) der Wert 

8s dS dS 

und auf der rechten Seite der Gleichung (55 a) der Wert 

^ S8 dS . ^ dS 


EF 


^tt 


8. 


S bedeutet die gleichzeitig mit N und M entstehende Spannkraft 
eines Fachwerkstabes. 

Bei Anwendung der Gleichungen (55) und (55 a) dürfen die statisch 
nicht bestimmbaren GröDsen X als Konstanten aufgefiafst werden; es 
genügt, die Integrale und Summen über den statisch bestimmten Haupt- 
träger auszudehnen. 

Aufgabe 1. Der in Fig. 141 dargestellte, ursprünglich wagerechte 
Stab mit einem eingespannten und einem 
freien Ende sei gleichmälsig und auTserdem 
im Punkte A mit P belastet. Gesucht die 
senkrechte Verschiebung h des Punktes A. 
E und J seien konstant; Verschiebungen 
der Stützpunkte seilen ausgeschlossen, hin- 
gegen soll eine ung^eichmiUsige Erwärmung 
(nach Fig. 77) berücksichtigt werden. 

Es ergibt sich 



Flg. 141. 


i = 


EJ 


tkt fdU 


dP 


/- 


dP 


dx,') 


*) A( = (i — (j, wobei <, = Temperaturänderoiig für dea untersten, (, desgl. 
für den obersten Punkt des Querschnittes. 
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U = — Px — 


px 


2 


Yp 


X 


=47J(''-+'t')'-'"h 


h 


=— ( 

EJ \ 


+ 


pl 


)- 


eA^ 


EJ \ 3 ' S y '2h 

Mit Hilfe dieser Gleichung findet man für einen ongleichmäfsi^s^ 

erwärmten und gleichmäfsig belasteten, bei 
A frei aufliegenden, bei B wagerecht ein- 
gespannten Balken (Fig. 142), dessen linke, 
ursprünglich in der Wagerechten durch B 
gelegene Stütze sich um & gesenkt hat, die 
Beziehung : 

EJ \ 3^8/ 



Fig. 142. 

und hieraus die Auflagerkraft 


&M 


2h 


3pi 3^.7 r . i*'] 


Aufgabe 2. Es soll die Senkung & des Punktes A des in Fig. 143 

dargestellten, mit P be- 
lasteten , festen Krahnes 
berechnet werden. 

Verschiebungen der Stüt z- 
punkte und Temperatur- 
Änderungen seien aus- 
geschlossen. Es seien 
F und J=i Inhalt und 
Trägheitsmoment des 
Querschnittes von Stab 
AC, 
F, und J, = Inhalt und 
Trägheitsmoment des 
Querschnittes von Stab 

^i^-;i^^f^. CE, 

F2 = Inhalt des Quer- 
schnittes, s = Länge 
von Stab BD, 

Ef ^1, E2 bedeuten die entsprechenden Elastizitätsziffern. 

Wir wenden Gleichung (54) an und setzen L = 0, <q = 0, A^ = 0. 
M und N entsprechen der Last P= 1, und es folgt X= PN^ 
M = PM, mithin: 



Fig. 143. 
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(I) 8 = 




In Fig. 143 sind die der Last P= 1 entsprechenden Momenten- 
flächen für die Stäbe A C und CE dargestellt ; sie sind bestimmt durch 
M^ =r 1 . /| = Moment für Querschnitt B und 
Md = 1 • Z = „ „ die Querschnitte zwischen D und E, 

Die Spannknift S im Stabe BD ist 

- / 

S=- — 1 • — (folgt aus der Bedingung Sr -\- PI = 0), 

T 

wobei r das Lot von C auf BD, 

Es folgt nun, wenn / CBD=:ol ist, 

für Teil l,:M=l'Jr,,. / -^-, -= or^V» -^= 0; 


EJ SEJ 


für Teil /,: M = 1 


2 

'8 


X2 r^i^dx /i/g 


^V = — «S cos a = -j cos a, 


j-Er-=r^'''^-E-l 


x^_ r y^^dx _ iv^ 


für Teil /gi M = 1 --.^ /, 

^1« 


N = - fst^ = +^ s!ö:i», i' ^^'"''^ - ^' -=^ '» 


rw, ., , TT . , f^iPdx l^l. 


j 


EF E^F^ ' 


für Teil Z>^ = s : M = 0, N= — S = — 


i 


JS'F r^ j^^gFg 


Addiert man die berechneten Integral^ so erhält man nach Gleichung (I) : 

Aufgabe 3. Um welche Strecke h senkt sich der Mittelpunkt S 
des Balkens ^J^ des in Aufgabe 9 (§14) behandelten Krangerüstes? 

Bezüglich aller Bezeichnungen wird auf § 14 verwiesen; die dort ge- 
zeigte Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Auflagerkraft X mufs 
der Ermittelung von S vorausgehen. Hierauf wird die Stabverbindung 
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statisch bestimmt gemacht, beispielsweise* dnrch das bei D (Fig. 144) 
angeordnete wagerechte Gleitlager, und der so erhaltene Hanptträger 
im Punkte S mit der senkrechten Kraft „Eins^ belastet. Es entstehen 
bei D und C senkrechte Gegendrücke (= ^) , welche im Verein mit 

der Last „Eins^' Momente M 


A\ 


JL 


r — r 

I 


Fig. 144. 


T V ' / 


ii J 


S 


T^r^TTTT-. 


% L -1 /'''/^■■. '^-<'^^-'^" 
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Fig. 146. 



Pa 



^ 





Fig. 147. 


und Längskräfte N erzeugen, und 
es ergibt sich aus diesen — wenn 
Verschiebungen der Stützpunkte 
und Temperaturänderungen un- 
berücksichtigt bleiben sollen — 

wobei M = Biegungsmoment und 

^= Längskraft für die wirkliche, 

in Fig. 103 dargestellte Belastung. 

Für die linke^älfte des Stabes 

ABiBtN=0,U = ^x,^ = ^AQ 
— Xh und 

/MMrfa: 1 /■ X 

= — (}IL—XJi)—dx 
EJ EJr 2 




y(flS^a:dx-^). 


2EJ 


Mo bedeutet die Ordinate der früher erklärten einfachen Monienten- 
fläche ALB (Fig. 104 und Fig. 145), welche durch die Mittel-Senk- 
rechte in 2 Teile zerlegt wird, deren Inhalte = F' und = F", und deren 
Schwerpunkts- Abstände von den benachbarten Auflagersenkrechten = e 

und = tf" sind. Da nun F'e = j 'M.^^xdx ist, so ergibt sich für die 

linke Hälfte des Stabes AB: ^ 

*^ — 
m&dx _ J_ /^ , _ Xhl^\ 

EJ ~ 2EJ V * 's/' 

und für den ganzen Stab: 

UMdx _ 1 
~EJ "" 


2EJ 


Fe +F e —) ^ 


— 1 — Rb' 
Für den Stab AD ist: i^^ = — — , M = 0, A' = — (vergl. 

Seite 113 und Fig. 103) und 


/ 
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NÜdx Rh' 


EF 21 E^Fi' 


— 1 — Ra 

und dem Stabe BC entspricht: N= —, M = 0, JV= — 


/ 


NNdx Ra h 


EF 21 E^F^ 

Für beide Stäbe erhält man zusammen: 

NNdx R /*,,,„, Rh 

{a + 6 ) = 


EF 21 E^F^^ ' ' 2E^F^ ' 

wobei i? = Summe aller auf den Balken AB wirkenden Lasten. 
Nach Gleichung (I) ist nun 

Rh 


h = 


+w(^'+'"'"-^)- 


2E-^F-^ 

Die einlache Momentenfläche für zwei in Bezug auf die Mittel- 
Senkrechte gleich gelegene Lasten P ist ein Trapez mit der Höhe Pa 
(Fig, 146), und für dieses ist 

2 4 2 3 24 

Da nun diesen beiden Lasten die Werte entsprechen: 

R = 2P und 

^=—7 V-r^—j. F-T (^^^ Gleichung (IV) und (V) 

auf Seite 115), so folgt die durch beide Lasten erzeugte Verschiebung 5: 

_ Ph 1 / i>a(3Z^ — 4a^) Pahl \ 

~ E^F^~^ 2EJ \ 12 4[i. /' 

^='+ 3-j;-e;-i -^-Fh^'''' 

Zu dieser Senkung liefern beide Lasten den gleichen Beitrag, so 
dais eine Last P nur eine halb so grofse Senkung hervorbringt, nämlich: 


ai) 


2E\Fi ~ 16EJ V 3 [k y 


Die einfache Momentenfläche für eine gleichmäfsige Last 
{= g für die Längeneinheit) ist eine Parabelfläche (Fig. 147) mit dem 

Pfeile -- ; für diese ist 

w ^.. 2 gl^ l gl^ 

F^ z=^ F =^ = — — , 

3 8 2 24 ' 

e = c = 


8 2 16 ' 


154 — 


,// // 


F'e + B''t = 2 


gl'^ bl 
24 ' 16 
und weiter erzeugt diese gleichniäfsige Last: 


byl^ 


192 


und die Durchbiegung 
[III] 8 = 


12ÄZJJL 


(nach Gleichung (VI), Seite 115), 


2^1 Fl ~^ 2EJ 


glh 


+ 


1 r bgl^ gl^ 1 

EJ L 192 48|Ji J 

(-7)- 


2E^Fy^ ' 384 FJ 

Aufgabe 4 (Fig. 148). Ein ursprünglich wagerechter, bei B fest 

eingespannter, bei A freier Stab ist gleich- 
mSÜBig mit p für die Längeneinheit belastet 
und wird aufserdem im Punkte A durch 
eine Einzellast P und ein Eräftepaar, dessen 
Moment = M^ ist, beansprucht. Gesucht 
ist der Neigungswinkel t der in ^ an die 
elastische Linie gelegten Tangente. Tempera- 
turänderungen und Nachgeben des Wider- 
lagers seien ausgeschlossen. Da ^=0 ist, 
80 folgt aus Gleichung (55 a): 



Fig. 148. 


M 


^M 


EJ aM, 


dx , 


worein zu setzen: 


M = 


-Px — 


px 


— Mj, 


aMj 




Es ergibt sich, bei konstantem EJ, 


L/(p.+£|i + ..).. = J^(4i+4 


EJ 


+ ^il) ' 


§ 17.- 

Aufgaben Aber krumme Stäbe mit im Verhältnis zu der 
QuerschnittshSlie grofsen Kriimmungslialbmessem. 

Ist ein einfach gekrümmter Stab symmetrisch in Bezug auf die 
die Stabachse enthaltende Kräfteebene, so dürfen, bei im Verhältnis zur 
Querschnittshöhe grofsen Krümmungshalbmessern, die senkrecht zur 
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Querschnittsebene wirkenden Spannungen mit Hilfe der für den geraden 
Stab entwickelten Gleichung 

Mp , iV 

J ^ F 

berechnet werden, und ebenso ist es zulässig, bei Bestimmung von 
statisch nicht bestimmbaren GrÖfsen und von Verschiebungen h und 
Drehungen t die Gleichungen (49) bis (53) und (54) bis (55a) anzuwenden. 
Für alle im Brückenbau und im Hochbau vorkommenden BogentrSger ist 
diese Vereinfachung der im § 2 1 abgeleiteten genaueren Theorie statthaft. 

Wird das Element der Schwerpunkts- 
Achse des gekrümmten Stabes mit ds be- 
zeichnet, so ist in den genannten Glei- 
chungen dx durch ds zu. ersetzen. 

In den nachstehenden Aufgaben wer- 
den die zu untersuchenden Bögen auf recht- 
winklige Koordinaten (x, y) mit wage- 
rechter X-Achse bezogen. Der Neigungs- 
winkel der in irgend einem Punkte D 
der Bogen achse an diese gelegten Tangente 
gegen- die Wagerechte wird mit 9 bezeichnet. 

Bedeutet dann für das Bogenstück AD links von D (Fig. 149): 
V die Mittelkraft aus sämtlichen senkrechten äuTseren Kräften, 
H ^ n r, n wagcrechteu „ „ 

und wird V nach oben und 
H nach rechts positiv ge- 
zählt, so mnfd die den Quer- 
schnitt bei D beanspruchende 
Längskraft N der Gleichung 
genügen 

2V+ ^sin 9 + 1^ cos 9 = 0, 
die man erhält, indem man 
die Summe sämtlicher auf 
das Stück A D parallel zu X 
wirkenden Kräfte gleich Null 
setzt, und aus der sich 
(56) N= — Fsin 9 — if C0S9 
ergibt. 

Aufgabe 1. Gin kreis- 
förmiger BogentrSger mit 
Kämpfergelenken, aber ohne Scheitelgelenk, ist in Bezug auf die Mittel- 
senkrechte symmetrisch und trögt auf der linken und rechten Hälfte 
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Fig. 151. 


V, „ 
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gleichmä&ig über die Sehne AB verteilte Lasten z^ und z^ für die 
Längeneinheit. Die Kämpfer sind durch eine Stange verbunden. Bei 
B ist ein festes t bei A ein wagerechtes (reibungsloses) Gleitlager an- 
geordnet, Fig. 150. Gesucht ist die Spannkraft X in der Stange AB, 
Wir nehmen zunächst an, es sei z^ = z^ = z und finden mit den 
aus der Fig. 151 ersichtlichen Bezeichnungen für einen Querschnitte, 
im Abstände x vom Scheitel, das Biegungsmoment 

a — X 

M = -gra (a — x) — z{a — x) — X{f — y) 

6» 

==-? 2 X(f—y), d. i. 

(I) M = ^' — (sin* 90 — sin* 9) — Xr (cos 9-7-008 9^). 

Die Mittelkraft der auf das Stabstück AD wirkenden senkrechten 
äuüseren Kräfte ist 

V= za — z(a — .r) = ^a; = ^r sin 9 , 
und es ergibt sich daher die Längskraft N für den Querschnitt D 
mittels Gleichung (56): 

(II) N= — jer sin * 9 — A'' cos 9. 
Fassen wir jetzt X als AuflagerkrafC auf und bezeichnen mit Aa 
die Verlängerung der Sehnen-Hälfte a, so ist die virtuelle Arbeit der 
auf die linke Stabhälfte wirkenden Auflagerkräfte, bei festliegend an- 
genommenen Linien RR und AB\ 

L' = — XAa, 
und es ergeben sich für den Zustand X= i die Werte 

M' = — r (cos 9 — cos 9o), N' = — cos 9, L' = — Aa. 
Die für den Fall einer gleichmäfsigen Erwärmung des Bogens 
um t Grad gültige Gleichung 

welcher die Unbekannte X zu gentigen hat, geht, wenn E\ F und J 
für alle Bogenquerschnitte gleich grofs angenommen werden, über in 

(III) Aa = ~— I cos 9 ( — zr sin^ 9 — Jt cos 9) rd(f 

+ pj/r (cos 9 — cos 9ü)l -2~(®i°^9u — sin ^9) — Ar (cos 9 — cos9o)Jrrf9 


"f 


-f- sM cos ^ds] 
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die in derselben vorkommenden Integrale erstrecken sich nur über die 
linke Hälfte des Trägers. Die Verlängerung Aa der Hälfte der Stange 
AB, deren Querschnitt = Fq und deren Elastizitätsmodul = ^ sein 
möge, ist ^ Xa 

. wobei angenommen wird, dafs sich nur der Bogen um t erwärmt, 
während die Anfangstemperatnr der Stange ungeändert bleibt.*) Es 
geht Gleichung (III) über in 

Xa zr^ C Xr C 

= — -cr^/"»^9co8 9d9— ^^/ 003^9^9 


EFq EF I ^ ^ ^ EF 




H' 


+ Y^ / (sin* 9o — sin* 9) (cos 9 — cos 90) d<sf 
';i f I (cos 9 — cos 9o)* d^ + tta. 


E 

u 


Nun ist: .T» 

/ sin* 9 cos 9(^9 = — sin' 9o, 
J ' ^ 




(sin* 9o — sin* 9) (cos 9 — cos 9o) d(f = -- sin* 9© 

+ Y '0 ^°® *o ®^^ ^ ?o 2 ^^^ '® ^^' 


/ 


¥0 

1 3 

(cos 9 — cos 9o)* (^9 =^ Y 9o — y cos 9,, sin 90 + 9o cos* 90, 


und es ergibt sich somit, wegen a = r sin 9q : 

[Lzr + 2tE —jtBin 9q 

X — - - ~ ~ ff ' 

wobei f^ 

fj.'=-| sin * 9o + i 9o cos 9o cos 2 90 — ^ cos* 90 sin 90 — | Y^^^^^ '^ ^^^ 

IJ.' =9o - 3cos9o sin9o + 290 co6*9o + ^p (9o+8in9oCOS9o)+2 - ^^ sin 9^,.**) 

♦) Bei gieichmäfsiger Erw^ärmung von Stange und Bogen ist der unbelastete 
Träger spannungslos. Es ist zu empfehlen, einen Unterschied der Temperaturen 
von Bogen xmd Stange von ^ = +10° bis ±15° Celsius in Rechnung zu stellen. 

**) Die von — ^ abhängigen Glieder der Ausdrücke fx' und |i" dürfen in 

der Regel vernachlässigt werden. 
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Der EinfluTs einer Temperaturäadernng ist für sich allein 

X= 2iE — 77-z- t sin Oa 
[JL r^ ^" 

und der Einflofs der Belastung: 

X = — 7> er, 
[^ 

Zu letzterem Werte liefern die auf beiden BogenhiUften ruhenden 

1 a 
Lasten za den gleichen Beitrag: — — r^zr-^ wirkt auf die eine Hälfte 

(wie in Fig. 150) die Last z^a und auf die andere die Last z^a^ so 
entsteht demnach 

Handelt es sich um die »Berechnung eines Dachbinders, dessen 
Eigengewicht = g, und dessen gesamte Belastung = q für die Längen- 
einheit der Sehne AB ist, so genügt es, die Werte X^ M und N sowie 
die Spannungen 

Me N l ^®''^^* Gleichung (41) und Fig. 77 


"'-^T+p 


H 


für zwei Belastungsfälle zu berechnen. 

Man setze einmal 

Zy^ = g und jgTj = ^ 
und hierauf 

z^ = z^ = q. 

(Bei beträchtlicher Pfeilhöhe ist noch der Einflufs schräger Wind- 
drücke mit Hilfe einer besonderen Untersuchung, die ähnlich durchzu- 
führen ist, Wie die vorstehende, festzustellen.) 

Aufgabe 2. Ein in Bezug auf die Senkrechte durch die Mitte 
symmetrischer Parabelbogen ist an den Enden fest eingespannt und im 
Scheitel mit einem Gelenke versehen; es sollen die duixh eine senk- 
rechte Einzellast P und durch Temperaturänderung hervorgerufenen 
Stützendrucke K^^ und K^ ermittelt werden, Fig. 152. 

Die 3 Kräfte K^, K^ und P müssen sich in einem Punkte C 
schneiden. Liegt P links vom Scheitelgelenk S, so geht der Auflager- 
druck K2 durch S'f er möge im Punkte S in die senkrechte Seiten- 
kraft B und in die wagerechte Seitenkraft H (Horizontalschub) zerlegt 
wtirden. Sind B und H gefunden, so ist das aus P, K^ und K^ be- 
stehende Kräftedreieck bestimmt und die gestellte Aufgabe gelöst. 

B und H sind statisch nicht bestimmbare Grölsen; sie sollen unter 
der Voraussetzung berechnet werden, dafs die Stützen starr sind und 
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der Bogen gleichmälsig erwärmt wird; dann gilt die Gleichung 

?M . C Nds dN . r. dN 




EF dX 


-\-6t j ds 


dx 


in welche erst A' = -B, dann X= H zu setzen ist. 

Ist der Scheitel der Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten- 


k ^i fj^ ^^ 


*-x- 


Systems» so ergibt sich für den 
bei X gelegenen Bogenquer- 
schnitt das Biegungsoioment: 

U = Hy + Bx — Uo, 
wobei ( — Mq) das Biegungs- 
moment für den Fall: H=0 
und B= bedeutet. Für' 
alle Querschnitte rechts von P 
ist Mq = 0, und für die links 
von P gelegenen Querschnitte 
ist Mq gleich der Ordinate 
einer Geraden C^ A^ , deren 

Endordinate A^ A^ = Pa ist, 

während die Spitze C^ senk- r^ \u ^ /, \ 

recht unter der Last P liegt. y \ > 

Die Längskraft N ist für 4nS" — (?'^— H 

einen Querschnitt rechts von C ^*^- *^*' 

(wenn 9 den Neigungswinkel der in x, y an die Bogenachse gelegten 

Tangente gegen die j;- Achse bezeichnet) 

}^ = 5 sin 9 — jff cos 9 

und für einen Querschnitt links von C 

N= (ß — P) sin 9 — JZ'cos9; 

dN . • dN 

= sin 9 und - — = — cos 9, 



beide Male ist 
dB 


dB 
du 


Da nun weiter 


= X und — — - = // ist , so folgen aus Gleichung (I) mit X= B 
c M. 


und X= H die beiden Bedingungen : 

. Uxds 

= 

sie sollen mit Vernachlässigung der von iV abhängigen, das Endergebnis 
nur wenig beeinflussenden Integrale aufgelöst werden; aufserdem soll 

— -— = — gesetzt und J cos 9 = KonsL = J' angenommen werden. 

J Jco8 9 
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/ 


Es gehen dann, wegen 1 dy =^ und I dx = l, obige Gleichungen 

r in * r 

= / (Hy + Bx — Mo) xdx, 

= liHy-{-Bx — MQ)ydx—&EJ'tl 
Da die y- Achse eine Symmetrieachse ist, so folgt / yxdx = nnd 
xdx = 0^ und es ergibt sich ans der ersten Gleichung 


/ 'iS.Qxdx 

(II) 3 = -^ 

I x^dx 
und aus der zweiten ^ 

(u^ydx + zEJ'tl 

(III) H=^- -. 

\y^dx 

}&Qxdx bedeutet das statische Moment des Dreiecks C^ÄiA^ ^ 
Bezug auf die ^- Achse; es ist also 


p 


^Moxdx=Pa 1(1—1) = 


12 

und 4- j i j i 


h' = ? 


= 2 / x^dx = -— , mithin folgt 


hl 

(IV) B = ^-3 ^. 

Diese Gleichung gilt bei beliebiger Form des symmetrischen 
ßogens; sie liefert den senkrechten Widerstand des rechtsseitigen Auf- 
lagers. Zerlegt man K^ in Ä (senkrecht) und H (wagerecht), so folgt 


(V) A = P-B= ^'' ^ ,, ""^ >*) 


PbU 3l—2b) ^, 


Aus Gleichung (III) ergibt sich der durch die Belastung erzeugte 
Horizontalschub fu^ydx 


y^dx 


*) Die für die senkrechten Auflagerdrücke A und B abgeleiteten Ausdrücke 
stimmen mit denen eines wagerechten, an beiden Enden eingespannten, durch eine 
senkrechte Last P beanspruchten Balkens überein und bleiben auch bei fehlendem 
Scheitelgelenke S gültig, wie der Verfasser in der Abhandlung; „Elastizitätstheorie 
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Für den Parabelbogen ist y = 4 — g- , wobei f = Pfeilhöhe, nnd 


es folgt +^i ii 


/ 


41 

li^yclx = -Tg- / M^x^dx. 


jMQX^dx bedeutet das Trägheitsmoment des Dreiecks C^^x ^9 ^ 
Bezug auf die y- Achse. Der Inhalt dieses Dreiecks ist g = — — — , der 

l 

Abstand seiner senkrechten Schwerlinie ss von der y- Achse: e = 


2 




^ und sein Trägheitsmoment in Bezug auf ss: ^ = Pa -r— ; es folgt 

o 06 


/M...., = 3 + Be. = ^ + 4*-(i-|) 


2 


36 ' 2 


(VI) lf=4V(3^'-4«^+2«'), 


^ = 4^(3^'-4&^+26^ 


24 
und man gelangt zu der Gleichung 

bPa ^ 
ßfV 

welche nur anwendbar ist, sobald P links vom Scheitelgelenk liegt. 
Befindet sich P rechts von S, so ist 

bPb ^ 
6fV 

Bewegt sich P von S aus nach dem linken Auflager hin, so be- 
schreibt der Schnittpunkt C der 3 Kräfte P, K^, K^ eine Linie SS\ 
welche die Kämpferdrucklinie genannt wird; ihre Ordinate t), be- 

6 
zogen auf eine in der Entfernung — f vom Scheitel gelegene wagerechte 

ü 

Grerade, ergibt sich aus der Qleichung 
6 
b 
Man findet 


f— 1 = {-^ y tg ß, wobei tg ß = — ist. 


(VII) yi=-i-f ^ 


5 ' 2a (2/ — a) 


3/^ 

der Tonnengewölbe^', Zeitschrift für Bauwesen 1881, nachgewiesen hat Besonders 
wichtig ist, dals die Form des (symmetrischen) Bogens gleichgültig ist. 

Mfiller-BroBlau, Die neaeren Methoden der FoBtigkeitslebre. IX 
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und kann nun Gleichung (VI) umformen in 

(VIII) fi^=4n^- 

2171 

Zur Berechnung der Vj-Linie diene die folgende Tabelle: 





0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 


0,600 

0,6 

0,642 

0,7 

0,687. 

0,8 

0,736 

0,9 

0,789 

1.0 

0,847 



0,909 
0,976 
1,047 
1,121 
1,200 


1 . l 

2 ' 2 

Um mit Hilfe der Kämpferdrucklinie die Lagen der einer gegebenen 
Einzellast P entsprechenden Kämpferdrücke K^ und K^ schnell feststellen 
zu können, beachte man folgendes: 

Verbindet man die Punkte F^ und F^y in denen die Auflager- 
senkrechten von den Eämpferdrücken geschnitten werden, durch die 
„Schlulelinie" F^F^, zerlegt K^ nach senkrechter Richtung und nach 
der Richtung der Schluüslinie in B' und It, so findet man, indem man 
die Summe der Momente aller Kräfte, in Bezug auf F^, gleich Null setzt: 

B^l — Pa = und hieraus B' = —r— • 

Verlegt man die Ejraft El von F^ nach dem Punkte 0, in welchem 
die Schluislinie Yon der Senkrechten durch S geschnitten wird, und 
zerlegt sie dort in H und in eine senkrechte Seitenkraft, so erhält man 
das Biegungsmoment in Bezug auf S: 


IIL = B' 


l 


Hr = und hieraus 


2H 


_ Pa _ 


l 


2H ' 3a 
Die Gerade OD schneidet nun auf der Last-Senkrechten die Ordinate 


a 


u 


¥ 


U 


ab, und es ergibt sich somit folgende einfache Konstruktion der Lagen 
von K^ und K^. 

Man bringt P mit der Kämpferdrucklinie in C zum Schnitt, zieht 
die Gerade CSF2, setzt die Strecke u ab, zieht die Gerade DO und 
von F2 durch die Gerade F2 jP, ; man erhält in F^C und F^ C die 
Richtungen von K^ und K2. Indem man diese Konstruktion für verschie- 
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dene Lagen der Last P wiederholt, kann man die Yon den Eämpfei> 
drücken K^ umhüllte Linie (Eämpferdmck-Ümhüllnngslinie) zeichnen, 
deren hohe Bedeutung für die Theorie der gefllhrlichsten Belastung 
bekannt ist. 

In gleicher Weise wird verfahren, wenn sich P von S aus nach 
F^ hin bewegt. 

Der durch eine Temperaturerhöhung um t hervorgerufene, durch das 
Scheitelgelenk 8 gehende Horizontalschub Ht ist nach Gleichung (III): 

_ &EJ'tl 

woraus, mit Jy^dx = ^f^l, erhalten wird: 

__ btEJ't 
i±t = -p 

Aufgabe 8. Es wird der Einfluis von Verschiebungen der Wider- 
lager auf die Stützenwiderstände B und ^T des in Aufgabe 2 behandelten 
Bogenträgers gesucht. Fig. 153. 

Mit EJ'=^ EJoos 9 = Konat. und Vernachlässigung von N be- 
stehen die Gleichungen: 


'=i 


r = 


M 


, SM 

ds ^ ^ = 


= 'Yrj^^'' 


ff 


und -L'' = 

dB EJ 


ryl ^dx 


SM 


EJ "' dB EJ'J ^^'^ dB ^ EJ' j ^^'^ dH' 

wobei L' und L" die virtuellen Arbeiten der den Zuständen X' = 1 
bezw. X" = 1 entsprechenden Auflagerkräfte bedeuten, während (da 
die Belastung jetzt =0 vorausgesetzt ist) 

M = ify + Bx, -^ = o; und -^ = y 

wird. Man erhält 

EJ'L'=f(Hy + Bx) xdx, EJ'L''=f(Hy + Bx) ydx 
und, wegen f yxdx = 0, 


B = 
und 
H = 


EJ'L' 12 EJ'L' 


f x^dx 
EJ'L'' 


bEJ'L 



fy'dx fH 

Es senke sich nun (bei 
relativ fest gelegenem Stütz- 
punkte Ä) der Stützpunkt B 
um 8, während l in l+M pig. iss. 

übergehe, und sich die Auf- 
lagertangenten im Sinne der daselbst wirksamen Einspannungsmomente 
Mj und M, um die Winkel Tj^ und T, drehen. Beachtet man dann, 
dafs die äu&eren Kräfte nur im Gleichgewichte sein können, wenn bei Ä 

11* 
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Anflagerdrüoke wirken, die den in B angreifenden gleich und entgegen- 
gesetzt sind, so findet man die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte 

8l = MiTi +M,T,— J?AZ — 56, 
und in diesen Ausdruck sind die aus den Gleichgewichtsbedingungen 

}Aj —Hf—B-~ = und }&^—Hf+B^ = 

folgenden Werte 

Ml =Hf-]-B-^ und yL^ = Hf—B-^ 

einzuführen, so daJGB entsteht: 

2t = B [y (Ti — T,) - s] + ff [/'(Tj + T,) - A/]. 

Hieraas folgt ftlr den Zustand JB = 1 der Wert: !»'= — (Tj — Tj) — S 


»» 


und „ „ 
und es ergibt sich mithin: 


H=\ 


>» 


)> 


L" =f{x^-{- x^) - l^l. 


B = 


H = 


bEJ' 


ß 


Gx-r,-2|), 
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Aufgabe 4. Ein krummer 
Stab ÄSB ohne Zwischen- 
gelenke sei beliebig belastet 
und ungleichmäisig erwärmt. 
>y Gesucht ist die Änderung äl 
der Sehne AB, Fig. 1 54. Die 
Temperaturänderung folge 
innerhalb eines Querschnittes 
dem in Fig. 77 dargestellten 
Gesetze. 


Es ergibt sichfnach Gleichung (54): 
MMds , C NNds 


a; = 


EJ 


V-^ 


j^p + ^ e^o ^d8 + A 4^ Mc^5, 


h 


wobei M und N bezw. das Moment und die Längskraft bedeuten; welche 
für irgend einen Querschnitt des Bogens durch zwei in A und B an- 
greifende, in die Gerade AB fallende, nach aufsen gerichtete Kräfte 
„Eins^ herrorgebracht werden. 

Nun ist M = 1 • y und iV= 1 • cos 9, unter 9 den Neigungswinkel 
der an die Bogenachse gelegten Tangente gegen die Sehne AB Ter* 
standen, und es ergibt sich deshalb 
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(57) M 


=/ 


ÜLyds 


+ 


J EF 


■/ 


-\-\tUdx + 


I 


e Af'-f" ^ *• 


EJ ' J EF 

Beispielsweise verlängert sich die Sehne AB eines symmetrischen, 
darch zwei der Scheiteltangente 
parallele Kräfte P belasteten and 
gleichmäfsig um t erwärmten 
Bogens, Fig. 155 (wegen M 
= Py nnd N= Pcos 9) um 
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(58 a) A; = P 


y^da 
EJ 


+.f 


X cos 9 
EF 


-\-ttl. 


Setzt man J cos 9 = J' und JP'sec 9 = F' und ftthrt an Stelle der ver- 
änderlichen Werte J' und F' konstante Mittelwerte ein, was in allen 
Fällen der Anwendung zulässig ist, so folgt bei parabolischer Achse (mit 
^fx{l — x)\ 


y= 


l 


^^ = ^7^/"^'^^""'^''^"^ + '^ A'' + '^^' ^' '• 


Aufgabe 5. Gesucht ist die Änderung A^ der Sehne l eines beliebig 
belasteten und ungleichmäfsig erwärmten Bogens ASB mit Zwischen- 
gelenken, Fig. 156. 

Der Winkel ^, welchen die zu beiden Seiten eines Oelenkes G an 
die Bogenachse gelegten Tan- 
genten miteinander bilden, än- 
dert sich im allgemeinen um 
einen endlichen Wert A^, und 
hierdurch vergröfsert sich l um 
i^l=zf\'^^ wobei f das Lot ^ 

von G auf l bedeutet. Wären -* "' 

alle A^ = 0, so würde sich der ^s- ^^' 

Bogen bezüglich der Änderung A/ genau so verhalten wie ein solcher 
ohne Zwischengelenke, und es würde die Gleichung (57) gültig sein. 
Fügt man nun zu dem Ergebnisse dieser Gleichung den von den Än- 
derungen sämtlicher Winkel ^ herrührenden Wert AZ = S/*A^, so 
erhält man für einen Bogen mit beliebig vielen Zwischengelenken: 

(59) M = l^^+f^^lct,d.+I.Mlds-^^fL^. 



EJ 
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Aufgabe 6. Ein dünner Bing werde nach Fig. 157 mit zwei ent- 
gegengesetzt gleichen Krfifken P belastet. Wie grofs ist die Beanspruchnng 
des Binges und die gegenseitige Yerrückung 3 der beiden Angriffs- 
punkte A, Vorausgesetzt sei, dalis der Bing in Bezug auf die Achsen 
AÄ und BB symmetrisch ist. 

Jeder der beiden Querschnitte B wird durch eine Längskraft ^ P 
und ein auf statischem Wege nicht bestimmbares Moment X beansprucht, 
Fig. 158; an irgend einer Stelle C entsteht 


(1) 


M = X —Py und J\r= -—Pcos <p. 



F^ 



Fig. 157. 


Fig. 158. 


Bei Berechnung von X darf die Formänderungsarbeit der Kräfte JV 
yemaohlässigt werden. Dann ergibt sich 

"bA _ /" M _?r 

~ EJ dX 


^X 
und hieraus 


J EJ dX EjJ \ 2 ^/ 


s 


^ ds 


I 


Ist SS die den Kräften P parallele Schwerachse des Bogens BA 
und e ihr Abstand von B, so wird sehr einfach 


X = —Pe 


und an der Stelle C 


M^yPvi (Fig. 157). 
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Das gröfste Moment (absolut genommen) entsteht bei A, nämlich 

M = — -^P(?i. 
2 ^ 

Bei Berechnung der Strecke 5, um welche der Durchmesser AA 
zunimmt, darf ebenfalls der Binflufs der Kräfte N yemachlässigt werden. 
Es wird dann 

A A 

PT 
ds = 


-if=i./Kl)"-=^/v 


EJ 


wo T das Trägheitsmoment des Bogens ^^ in Bezug auf die Achse SS 
bedeutet. 

Im allgemeinen findet man die Lage der SS und das Trägheitsmoment 
T am schnellsten zeichnerisch mit Hilfe von Seilpolygonen. Ist dagegen 
der Ring kreisförmig, Fig. 159, 

/ 2\ : 

so ergibt sich e = r ( 1 ), I 

«1 = • Die Momente bei y^ 1^ ^\ 

B und A sind / ''^t^ \ ^ 

+ 0,182 Pr; M^= — — ^^ y 

= — 0,318 Pr, Pjg 159 

und das Trägheitsmoment T 
wird wegen 


71 


= ^(co99--|-) 


T = r.y(cos9-|)%=r.(|-|). 

Für die Verrückung 5 ergibt sich daher der Wert: 
^ Pr« /TU 2 V M^^r^ (tt« —8) 

Pr 
wo M.^ = M^ = (absolut genommen). Ist die Stärke des Ringes 

= h und liegt der Schwerpunkt des Querschnitts in der Mitte von 7», 
so ist die grölste Beanspruchung 


M^«,Ä 


2J ' 
nnd man erhält die folgende Beziehung zwischen 9 and S: 
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a = E 


hh 


TC« — 8 


„ hh 
= 1,07 E — ,- 


dieselbe ist wichtig für die Beurteilung ringförmiger Biegungsfedem. 

Aufgabe 7. Eine Blattfeder ABÄ sei nach Fig. 160 zwischen 

zwei Backen eingespannt, die bei ® gelenkartig miteinander befestigt 



Fig. 160. 



sind und deren Formänderungen, verglichen mit denen der Feder, als 
vernachlässigbar klein angesehen werden dürfen. Die Backen werden 
durch Eräftepaare (Pa) gegeneinander um den Winkel t gedreht. Wie 
grols ist die Beanspruchung der Feder? BG sei Symmetrieachse. 

Bedeutet X die Längskraft und M^ das Biegungsmoment für den 
Querschnitt B (Fig. 161), so mofs, damit Gleichgewicht bestehe, 

M^ + Pö = Xb 
sein, und hieraus folgt 

MB=Xb — Pa. 
An der Stelle C ist 

'hlL = Ms+X(t/ — b) = Xy — Pa. 

Zur Berechnung von X dient (unter Vernachlässigung der Form- 
änderungsarbeit infolge der Kräfte N) die Bedingung 

Pa) yds = 0, 


i 


dX 
und hieraus ergibt sich 


ds = 
EJ dX EJ 


yh - 


X=Pa 




1 ? 


WO 


Ti= j y^ds das Trägheitsmoment 
Si=fyd8 das statische Moment 


des Bogens BA, 
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bezogen anf die dnrch den Gelenkmittelpnnkt G und senkrecht zur 
SjmmetrieachBe BG gelegte Aohse I bedeutet. 

Bezieht man nun den Bogen BA auf eine neue Achse 11, welche 
parallel zu I ist und von I den Abstand 

hat, so erhält man an der Stelle C das Moment 

^ ^ ^ y — 2? Pari 

z z 

und findet, absolut genommen, 

M — -Z^. ' 

■^MflUf ~~~ ' Ifiteue' 

Z 

Der Winkel t, um den sich die beiden Backen gegeneinander drehen, 
ist (wenn Pa = SD? gesetzt wird) 

^A ^ /m 3M ^ 2Pa [ ., "IPaTu 


dm EJ dm z^EJ ' z^EJ 


wo Tn das Trägheitsmoment des Bogens P^ in Bezug auf die Achse // 
bedeutet. Bezeichnet man nun mit 
8 die Länge des Bogens BA, 

z den Abstand der Achse // von der Schwerachse 0, 
Tq das Trägheitsmoment des Bogens BA, bezogen auf die Achse 0, 
so erhält man 

Tx =T^-\-s{z — zy 

Tn=To+8Z^ 

Tu— Ti=28zz — sz^. 

Nun ist aber Ti = zSi, femer Sz^=8{z — /), weshalb 

Tu = 8zz' 
und 

^ Pa8z' ^ ^^li„^8Z 

T = 2 — — -- = 2 ^^ 


zEJ r^^EJ 

Ist die Stärke der Feder (deren Querschnitt ein Bechteck sein 
müge) gleich h, so ist die gröfste an der Stelle A auftretende Be- 
anspruchung: 


^_ M,^Ä 


2J ' 
und die gesuchte Beziehung zwischen a und t lautet: 

4 SZ 
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Die ErmittluDg von z' usd iQ»«« geschieht im aUgemeinen am 
zweckmäÜBigsten durch Zeichnung mit Hilfe zweier Seilpoljgone. Man 
zerlege den Bogen ^^ in gleiche lange Teilchen, hetrachte dieselben 

als Kräfte, die parallel 
zur Achse I wirken und 
verbinde sie durch ein 
Seüpolygon Ä,(Pig. 162). 
Der Schnittpunkt der 
äuisersten Polygonseiten 
bestimmt die Achse 0. 
Nun werden die Ton den 
Seileckseiten auf der 
Achse /abgeschnittenen 
Strecken als Kräfte anf- 
gefaist, die in den Mittel- 
punkten der Bogentoil« 
chen angreifen ; dann 
wird ein zweites Seileck 
8^ gezeichnet und dessen 
letzte Seite mit der er- 
sten Seite zum Schnitt 
^«•1*2. gebracht Der Schnitt- 

punkt bestimmt die Achse //, denn es ist — mit den aus der Figur 
ersichtlichen Beziehungen — 



jer = f/j tg a 


_ ^%P% _ Ti 


u. 


Damit sind aber die Strecken / und ir)„^ bestimmt. 

In einfacheren Fällen wird man der Berechnung von / und t] 
den Vorzug gebeli. 

Mit Hilfe der vorstehenden Unter- 
suchung ist man z. B. imstande, anzugeben, 
welche Beanspruchung die in Fig. 163 
dargestellte Feder im Scheitel eines Drei- 
gelenkbogens infolge der gegenseitigen 
Drehung der beiden Bogenhälften erfährt. 
Vergl. Aufgabe 2 auf Seite 6 1 ; der Drehungswinkel wurde dort mit 5 
bezeichnet und mit Hilfe einer Einflufslinie ermittelt. 



Fig. 163. 
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§ 17. 

Die Blegnngsliiiie. 

Trägt man die nach unten positiv gezählten, > senkrechten Ver- 
schiebnngen h der Punkte der in einer lotrechten Ebene gedachten Achse 
ASB eines einfach gekrümmten Stabes von einer Geraden ä'B' aus 
als Ordinaten auf, so erhält ^ 

man die Biegungslinie ^ 

A"8"B*'\ die zwischen ihr 
und der Geraden Ä^ B' ge- 
legene Fläche heüJBe die 
Biegungsfläche. Fig. 164. 

1) Bestinunung der 
Biegroxigslixiiefür ein Stab- 
stüok A B ohne Zwischen- 
gelenke. Die Stabachse 
möge auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem mit nach 
oben positiver, senkrechter 
y- Achse bezogen werden; 
9 bedeute den Neigungswinkel der . im Punkte xij an die Stabachse 
gelegten Tangente gegen die x-Achse. Fig. 164. 

Die Änderung Ay von y ergibt sich durch Differentiieren der 
Gleichung 

dy = de sin 9, 
wobei das Differentialzeichen durch das Zeichen A zu ersetzen ist Man 
erhält 

^dy = ^dsBin <p -f~ ^^ ^^^ 9A9 

= -^dy + ^(fdx, 

und es folgt, da 5 = — Ay, also 

di = — dAy = — ^dy*) 
ist: 

dh ^ , äds . 

woraus (durch Differentiieren nach x) die Differentialgleichung der 
Biegungslinie 

dx^ 


(60) 


d*8 ^d<f _, \ da 

dx^ dx dx 


*) Nach einem bekannten Satze der Variationsrechnung dürfen die Zeichen 
d und A vertauscht werden. 
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gefdnden wird. Mit der Bezeichnung 

CtX aX 

wird 

dn _ 

nnd hieraus folgt, 

dafs die Biegungslinie ä'^S" B'' als ein Seilpolygon aufgefafst werden 
darf, iffelches mit dem Horizontalzuge (Polabstande) 1 zu einer 
Belastungslinie j deren Ordinate = z ist, gezeichnet wird*) 
Die Belastungsrichtung z ist nach unten (also im Sinne der po- 
sitiven h) positiv. 

Weiter ergibt sich aus der graphischen Statik, dafis die Fläche 
zwischen der Biegungslinie Ä' ä' B" und der Geraden Ä' B" angesehen 
werden darf 

üUe die Momentenfläche eines einfachen, d. h. an den Enden frei auf- 
liegenden Balkens AiBi, dessen Belastungslinie die Ordinate z hat. 
Sind die senkrechten Verschiebungen S« und S» der Endpunkte A 
und B des betrachteten Bogenstückes gleich Null, so stimmt die Biegungs- 
linie mit der Momentenkurve des einfachen Balkens AiB^ überein. 

Handelt es sich nun (ebenso wie im § 16) um Stäbe, deren 
Erlimmungsradien im Vergleiche zur Stabdicke sehr grofs sind, und auf 
deren Spannungen und Formänderungen die /im § 13 entwickelten {rrond- 
gleichungen angewendet werden dürfen, so ist in Gleichung (61) ein- 
zuführen : 

Ids N , 

-- — = — — -j- e<o (nach Gleichung (43), Seite 90) 

ds Er 

und, da die Änderung ^d^ des \von zwei unendlich nahen Tangenten 

eingeschlossenen ^Winkels d^ mit dem im § 13 mit dx bezeichneten 

Winkel übereinstimmt, um welchen sich ein Stabquerschnitt gegen 
seinen Nachbarquerschnitt dreht, 

/ M lt\ 

A(f9 = ( — — + 6 ,-]ds (nach Gleichung (44), Seite 90) 

also 


dx 
Es ergibt sich mithin: 


= K-Ej+'-h) 


sec 9. 


*) Die Differentialgleichung einer Seillinie mit dem Horizonialzuge H und 
der Belastongsordinate z ist, bezogen auf rechtwinklige Koordinaten (gx): 


(62) 


\EJ ^ hl 


See 9- 


4(^+ "•)'«" 


nud ea läl^t sich jetzt die Biegangslinie Ä' S" B' fUr jeden Belaetusgs- 
znBtand ermitteln. Bedingaiig ist nur, daTs zwiaclieii den Endpunkten 
A nnd B des betrachteten Stabstückes kein Gelenk liegt, da der Winkel, 
welchen die zn beiden Seiten eines Gelenkes an die Bogenachse gelegten 
Tangenten miteinander bilden, eich im allgemeinen am einen endlichen 
Wert Kndern wird. 

Hervorzuheben ist noch, dafa znr Bestimmung der Verscbiebnngen h 
anüer der Linie A" S" B" die Werte 8 fllr 2 Punkt« der Stabachse 
ASB gegeben sein müssen, damit die Lage der Geraden j( B' festge- 
legt werden kann. 

2) Einführung von EinKellaetan an Stelle der X'Iilnie. Die 
Stabachse sei durch Pnnkte, welche Knotenpunkte heiisen soUeu, in StUcke 

zerlegt, deren wagerecht« Projektionen \, \, \ . . . \„ sind. 

Zwischen zwei Knotenpunkten werde der Querschnitt des Bogens konstant 
angenommen und sowohl die Momentenkorve als auch die Bogenaohse 
durch eine gerade Linie ersetzt. Es bezeichne (Fig. 16ö): 
M. das Biegungsmomeut fUr den nt'*" Knotenpunkt, 
J^ das Trägheitsmoment 1 für den Querschnitt des Bogenstückes 
f„ den Inhalt / (m— 1)S», 

8^ die Lange der die ^ _ / 

Pnnkte(m-l)nndm 
Terbindenden Sehne, 
9„ den Neigungswinkel 
dieser Sehne gegen 
die Wagerechte, 
S_ dieSenkuug des Kno- 
tenpunktes m (auch 
Durchbiegung 
bei m genannt), 
y. die Ordinate Ton mj, 
N„ den Mittelwert der 
LSngskraft für das 
BogenstUck(m-l)fn, 
'CS , kon- 


J, ein 

stantes Qnerschnitts- 
Trägbeitsmom est, 
\, eine beliebige, kon- 
stante Feld weite, 
nnd es sei gesetzt J„ 



■s 9„ ^ ■/ -, 
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Der von den Biegungsmomenten abhängige Teil der Belastnngs- 
linie, um dessen EinflnTs auf die Durchbiegungen es sich zunächst handeln 
möge, besteht aus geraden Linien, und es ist somit die Belastungsflftche 
für irgend eine Strecke X« ein Trapez, dessen Inhalt mit T^ bezeichnet 
werden soll. Dieses Trapez ist bestimmt durch die Ordinaten 

V = ^^ und Y]'' = -^- 

Wird nun das der Biegungslinie einbeschriebene Polygon, dessen 
Ecken senkrecht unter den Knotenpunkten liegen, gesucht, so darf (nach 
einem hier als bekannt vorausgesetzten Satze aus der Theorie der Bie- 
gungsmomente, als welche ja die Durchbiegungen h au^efaüst werden 
dürfen) die Belastungsfläche durch eine Schar von EinzeUasten ersetzt 
werden, welche in die Senkrechten durch die Knotenpunkte fallen. Die 
durch m gehende Einzellast ist hierbei 


wenn ^^ nnd ^'m+i die Abstände der Schwerpunkte der Trapeze T„ 
und r^+i von den Senkrechten durch m — 1 und m-\-l bedeuten. 
Das statische Moment des Trapezes (welches man sich in zwei Dreiecke 
zerlegt denke) ist 

und ebenso folgt 

r.^, r-+i = , th' (M,+, 4- 2M,), 

weshalb entsteht: 

«•- = -^ [)^ (M«- , + 2 M.) + -^-tL (M, ^ , + 2 M«)] . 

Für die Yergröfserung, welche die Einzellast to erfahren muls, 
wenn der EinfluTs der Änderungen A^ der Strecken 8 berücksichtigt 
werden soll, ergibt sich aus der Fachwerkstheorie der Wert 


As«.., . Aä 


M?. 


»m+l 


und es folgt, wenn (für den Fall ^ = 0) : 


tg9« + i —^g9m [nach § 4]*), 


*) Geht man zur Grenze über, indem man X durch dx ersetzt, so wird 
^füüJ. tg 9„ . , - -^^ tg(p„ = d (-^^ tg^p) , und es folgt, wenn die Einzellast 

8m + 1 Sm \ dS / 

tvm durch das Element zdx einer Belastungsfläche ersetzt wird, genau wie früher 


d 
die Ordinate z= - 


(^^.,) 


dx 
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^Jm_J^m Ag^+i _ N„,+ ^ 


eiDgefOhrt wird, im ganzen 

wobei zur Abkürzung geaetzt wurde: 

(63) «>= Uv-v(M-, + 2M«) + -^^^i(M.^, + 2Mj. 

Zeicbnet man zu den Gewichten w mit dem Polabstande „Eins*' ein 
Seilpolygon A" S" B'' und trägt die Schlufslinie A' B' ein, wozu 2 Ver- 
schiebungen S gegeben sein müssen (meistens die Werte &q = und 
S« = 0), so erhält man die Durchbiegungen h. Noch besser ist es, 
die Einzellasten w mittels der Gleichung 

(64) «,. = „„_(^tg9.-^tg<p«+,)^ 

zu berechnen; man muls dann die Polentfernung „Eins" durch die Ent- 

EJ EJ 

femung ^ = ersetzen. Wählt man hierfür ^ = — — -, wobei y 

eine beliebige runde Zahl ist, so sind die Ordinaten des Seilpolygons 

gleich den mit y multiplizierten Durchbiegungen.'^) 

Wenn der Einflufs einer Temperaturänderung berücksichtigt 

werden soll, so muTs 

M , Ae M 

TT -T ^ -TT- an die Stelle von , treten 


EJ h EJ 

N N 

nnd -^Y + 6^0 »» M ». ,» -^y [nach Gleichung (62)]. 

Hierbei ist Ji = A cos 9 die vertikale Projektion der Querschnitts- 
hShe h, 

Macht man die Annahme, dafs tQ und At für sämtliche Bogen- 
qnerschnitte gleich grofs sind und bezeichnet den Wert von h' fdr das 
m^ Feld mit h'^, so findet man leicht, dafs die durch die Gleichung (64) 
gegebene Einzellast m?«, beim Eintreten einer Temperaturänderung um 

vergröfsert werden muls. Ist die Bogenachse eine in Bezug auf die 
Senkrechte durch die Mitte symmetrische Parabel mit dem Pfeile f, so ist 

(66) tg9^ — tg9„ + i=^(X«+X^ + i), 


*) Bezüglich der Einheiten ist zu betonen, dafs sowohl die Werte co und w 
als anch die Polentfemang ^ Momente vorstellen. 
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und 66 folgt dann bei konstantem X nnd h' für alle Knotenpunkte der 
gleiche Wert 

(67) t^'„ = 6^J,(^ — 8<o-^); 

derselbe ist auch bei flachen Kreisbögen brauchbar. 

( VLds 
3) Bestinuuung des Integrales: / y - mit HUfe der 

Werte o. Zuweilen soll gleichzeitig mit den Verschiebungen 5 eines 
Bogen trägere die Änderung AZ der Stützweite l bestimmt werden. Wird 
hierzu die auf Seite 150 abgeleitete Oleichung (57) benutzt, so handelt 
es sich u. a. um die Berechnung des Integrales 




EJ 



und es möge daher an dieser Stelle gezeigt werden, wie sich dieses 
Integral durch die bereits bei der Berechnung der h gebrachten Werte o 
ausdrücken läfst. 

Für das Feld \^ ergibt sich mit den aus Fig. 165 zu ersehenden 
Bezeichnungen: ^ • ^ 

y =y— 1 T — r y- ^ - rad 

J^ EJ' ~ X, f^ EJ''^''^ X„ J '^ EJ' '*•' 



m ^m 

/* , M TM 

denn es sind / x' -^-p- dx und / x——r dx die statischen Momente des 

/ EJ j EJ 

' 

Belastungstrapezes T^ in Bezug auf die Senkrechten durch die Knoten* 
punkte m und m — 1. Es folgt deshalb für den ganzen Bogen (mit 
y^ = und y^= 0): 


/ 


Hl tf Aj Aj A2 Aj 

+ -*!• — 11M» — 1 I J-n^H 


^1» — 1 ^n 

und hierfür kann, mit Beachtung der Entwicklungen auf Seite 175, 
geschrieben werden 

m=. n— 1 


/' udx X, :^""* 
m = l 
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Fafet man die Werte u als Kräfte auf, welche in den Knoten- 
punkten 0, 1, . . . m . . . angreifend, parallel zu on sind und zeichnet 
mit dem Polahstande $ ein Seilpolygon, dessen äuTserste Seiten auf der 

Geraden on die Strecke e abschneiden, Fig. 166, so ergibt sich 



^ 


W ^ CO 

Flg. 166 Q. Fig. 167. 


JB-/ 


und es folgt, wenn ^ 
Zahl bedeutet, 


^y(Q = ^e 




gewählt wird, wobei y eine beliebige 




Udx 

'-ET 



■,/^;y^ 


— stellt eine Linie vor, nämlich die von den Biegungsmomenten 

herrührende Verlängerung A^ der Stützweite l. 

Wendet man die unter 2) und 3) mitgeteilten Verfahren auf die 
Berechnung der Formänderungen von Bogen- 
brücken an, so genügt es in der Regel, die 
Punkte, in denen die senkrechten, zwischen 
die Fahrbahn und den Bogen eingeschalteten 
Stäbe die Bogenachse schneiden, als Knoten- ^^8* ^*^- 

punkte in dem vorhin erklärten Sinne anzunehmen. Fig. 168. In der 
Regel ist die Feld weite X konstant, und es wird dann X« = X gesetzt. 

4) Bieguxigslinie für einen Stab mit 2Swi80hengelenken. Liegt 
im Punkte G der Stabachse (Fig. 169) ein Gelenk, so wird sich der 
Winkel ^, welchen die beiden in G an die angrenzenden Zweige der 
Stabachse gelegten Tangenten / und // miteinander bilden, infolge der 


Müller-BreslaQ, Die neueren Methoden der FestigkeiUlelire. 
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Formändemng des Stabes nm den sehr kleinen aber endlichen Wert A^ 
Andern. Es mttssen dann die in dem senkrecht unter G gelegenen Punkte 
Cr' an die entsprechenden Zweige Ä'O" und G" B" der Biegungslinie 

gelegten Tangenten JT und It 
miteinander den Winkel A^ 
einschlieüsen. Bedeuten a^ und 
O) die Neigungswinkel der 
Tangenten t und iT, so er- 
gibt sich 

oder, da es sich hier um sehr 

kleine Formänderungen handelt, 

tg tti — tg a, = A^ 

und hieraus folgt (vgl. Fig. 169, 
in welcher den Pol der Seil- 
linie und LT den Kräftezug 
vorstellt), dafa hei der Aufzeich- 
nung der SeiUinie ä"8 ''B" aufser 
der stetigen Belastung (z) noch 
unter jedem Gelenke eine Einzel- 
last A^ anzunehmen ist. 

BeispieL Biegungsllnie eines Bogens mit 3 Gelenken. Die 

Kämpfer A und B seien in senkrechter Bichtung unverschieblich, die 

^ ^ Stützweite l gehe infolge Nachgebens 

der Widerlager über in Z -|- A/. 
Die gesuchte Biegungslinie stimmt 
mit der Momentenkurve eines ein- 
fachen Balkens A^B^ überein, auf 
welchen eine stetige Belastung mit 
der durch die Gleichung (62) ge- 
gebenen Ordinate z und eine Einzel- 
last A*^ wirkt. Zuerst mQge 
A'Jr^^O angenommen werden; es 
entsteht dann eine Biegungslinie, 
die am besten mit Hilfe des unter 
2) gegebenen Verfahrens bestimmt 
wird und deren Ordinate == 8' 

sein möge. Infolge von A^ wird der Wert 8 für einen Punkt D, 

links vom Scheitel, um — - — x vergröfsert und für [einen Punkt D\ 


Fig. IG'J. 
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A^a 


rechts vom Scheitel, um — 7— -a;',*) weshalb sich ergibt: 

ax 


l 
= 8' + A* -^, bezw. 8 = 8' + A^-^- • 

Hat man nun mittels der auf Seite 165 entwickelten Gleichung 

i i j i 

^iyds C Ndx 


M = 


EJ 


EF 

u u 


+ fs^o d^ + A^^ 7- ^^ + /"^^ 


den Wert A^ berechnet, wobei mit Bezugnahme auf Seite 177 


/•Mj 


yLyds 


= — gesetzt werden darf, so vermag man die Verschiebung 8 eines 

jeden Punktes der Stabachse festzustellen. 

5) Nicht immer ist es bei Bögen mit Zwischengelenken nötig, die 
Änderungen A^ zu berechnen. Ein Beispiel hierfür bietet die Lösung 
der folgenden (der Aufgabe 2 auf Seite 47 gegenüber zu stellenden) 




I 1 ' - • ' 1 I ' ' ^j— — '—— «*^ ' < ' I ! I • I t I 
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Aufgabe: Gfresuoht wird die Biegungsfläohe eines über 8 Öff- 
nungen gespannten kontinulerliohen Bogens mit 4 Gtelenken A, 
D, G jmd L (Fig. 171).**) 


*) Die auf AiBi wirkende Einzellast Aä erzeugt die Auflagerwiderstande 
—j— (bei ^1) und — -— (bei Bi) und die Biegungsmomente — ^ — x (bei x) 

und — - — X (bei x). 

**) Bei B und C sind keine Gelenke angeordnet, die einzelnen Bögen sind 
vielmehr über den Auflagern fest miteinander verbunden. Ein besonderer Fall 
dieses Bogenträgers ist der bekannte Gerb ersehe Balken. 

12* 
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Die senkrechten Verschiebungen der Stützpunkte A, B, C, D seien 
== 0. Es soll, wie unter 2), mit Einzellasten w an Stelle der Belastung z 
gerechnet werden. 

Man zeichne mit der Polentfemung ^ = - x * : 

A 

das Momentenpolygon Ä NG' für den einfachen Balken ä'G' mit 
den Lasten w^ bis w^^ 

das Momentenpolygon G'EÜ fQr den einfachen Balken G' L' mit 
den Lasten ic^ bis w^^ und 

das Momentenpolygon l! TD' für den einfachen Balken L' D' mit 
den Lasten tTj^ bis tr^n*) 

bringe die Auflagersenkrechten durch B und C mit dem Momenten- 
polygone G'EL' in B' und C' zum Schnitt, lege durch B' und C' 
eine Gerade, welche die Senkrechten durch die Gelenke in G" und L'' 
schneidet und verbinde A' mit G'' und D' mit L" durch Geraden. 
Die zwischen den Momentenpolygonen und dem Linienzuge ÄG"ll' D' 
gelegene Fläche ist die gesuchte Biegungsfläche. 

6) Die elastisohe Linie des geraden Balkens ist ein besonderer 
Fall der Biegungslinie eines krummen Stabes ; ihre Differentialgleichung 
ist (mit 9 = 0) 

und sie stimmt mit einem Seilpolygone überein, welches mit dem Pol- 
abstande 1 zu einer Belastungslinie, deren Ordinate 

ist, gezeichnet wird. 

Sind die senkrechten Verschiebungen der Endpunkte A und B des 
betrachteten Balkenstückes ^ , so IftTst sich die elastische Linie als 
Momentenkurve eines einfachen Balkens AB auffassen, dessen Belastungs- 
höhe an der Stelle x gleich z ist. 

Bei konstantem EJ empfiehlt es sich, 

(71) ^ = M+e^j4^ 

ZU setzen. Bedeutet dann (M) die Ordinate der durch diese Belastunga- 
linie bedingten Momentenkurve (welche auch die zweite Momenten- 
kurve des Balkens AB heilst), so ist 

(M) 


(72) h = 


EJ 


*) In Fig. 171 wurden die nach Gleichung (64) zu berechnenden Werte u^ 
bis M's, iTjo bis u?,, und Wyi und vo-^^ positiv (d. h. abwärts gerichtet), die übrigen w 
hingegen negativ angenommeD. 
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BeispieL Auf einen Balken mit konstantem EJ^ Fig. 172, der 
an den Enden frei aufliegt, wirken zwei EHnzellasten P. Es sollen die 
Durchbiegungen h an den 
Stellen x und x^ berechnet 
werden. Temperatnränderun- 
gen A^ seien ausgeschlossen. 

Die Momentenfläohe ist ein 
Trapez, dessen Höhe = Pa und 
dessen Inhalt = 2 Pa^ ist; sie 
wird als Belastungsfläche des 
einfachen Balkens AB' aufge- 
fafst und ruft an dessen Auf- 
lagern die Gegendrücke Pa^ ^^8- ^'^^' 
herror. Das zweite Moment für den Querschnitt bei x ist deshalb 

(M) = Pa«a: —{x _j_ Pa (a: — a) --g — 

Pa(9ax — 3x^ — a^) 



B^ 


und die gesuchte Durchbiegung: 

Pai^ax — Sx^ — a*) 


8 = 


6EJ 


An Stelle x^ findet man das zweite Moment 


(M) = Pa^Xi—Px^ 


Xt 


2 3 
und die Durchbiegung 8 = — 


Px^ (6a» — arj) 
6 


§ 18. 

Der Haxwellsehe Satz. 

Der im § 9 für das Faohwerk bewiesene, an die Voraussetzungen 
I/ = 0, A^ = gebundene Mazwellsche Satz gilt auch für alle den 
Annahmen des § 12 entsprechenden, auf Biegungsfestigkeit beanspruchten 
stabförmigen Körper, was ohne weiteres einleuchtet, wenn die auf 
Seite 60 für die Wege 8«,» nnd h^ aufgestellten Gleichungen durch 
die Beziehungen 


»-=/'-(^)/-=/ 
»-=/«■ (^^-=/ 


EF 

<Sn <5md V 


und 


EF 


ersetzt werden. 
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Aufgabe 1. Gesnoht ist die Einflufslinie für die Senkung 
h eines Punktes D der Acbse eines Bogenträgers^iS'^ (Fig. 173). 

Wir denken den gewichts- 
losen Träger nur mit einer in D 
angreifenden senkrechten Kraft 
„Eins*^ belastet, berechnen die 
hierdurch hervorgerufenen Auf- 
lagerkräfte, Momente M und 
Längskräfte iV und zeichnen 
nach der im § 17 gegebenen 
B' Anleitung die Biegnngslinie 
A'S' B\ Ist nun die unter D, 
gemessene Ordinate dieser Linie 
= Tr]j , so verschiebt die in D 
gedachte Last „ Eins " den 
Punkt Dl in senkrechtem Sinne um iQi nach unten, und es wird mit- 
hin (nach Satz 1) eine in D^ angreifende Last „Eins^ den Punkt D 
ebenfalls um iQi senken. Hieraus folgt, dafs die Biegungslinie ä'S'B' 
die gesuchte Einflufslinie ftir die Senkung h des Punktes D ist. Bei- 
spielsweise senken die Lasten P|, P,, P^ den Punkt D um 

Die Einfluislinie ä' S' B' für die Senkung 5 des Punktes D der 
Achse eines Balkens AB mit veränderlichem Querschnitte (Fig. 174) 

stimmt mit der Momentenkurve eines 
einfachen Balkens ä' B' überein, des- 
sen Belastungsordinate 

_ M^ 

^~ EJ 


ist, wobei M' das Biegungsmoment 
bedeutet, welches für irgend einen 
Balkenquerschnitt durch eine in D an- 
greifende Last „Eins" erzeugt wird. 
Die Momentenfläche für diesen Be- 
lastungsfall ist ein Dreieck Ä LB' 

ab 



von der Höhe LD' = 1 • 


l 


Für die Anwendung ist, bei konstantem £*, zu empfehlen, die Be- 
lastungshöhe z = -ir— durch 


Z = ^V 


J 
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zu ersetzen, unter «/« ein beliebiges aber konstantes Qnerschnitts-Träg- 
heitsmoment verstanden. Die Momentenkarve ä' S' B' ist dann nicht 
mehr die Einfiafslinie für die Verschiebung S, sondern für den Wert 
EJch, und man erhält für die Belastung in Fig. 178 

Aufgabe 2. Gesucht ist die Einflufslinie für den Gegen- 
druck X der Mittelstütze eines geraden kontinuierlichen 
Balkens mit yeränderlichem Querschnitte und mit 3 gleich 
hohen Stützpunkten. Fig. 175. 

Beseitigung der Mittelstütze führt zu dem statisch bestimmten Balken 
AB, Für diesen wird, unter der 
Voraussetzung, dafs bei C eine 
senkrechte, abwärts gerichtete Last 
,,Gins*' angreift, die Momenten- 
fläche J! DB' gezeichnet (Dreieck 

mit der Höhe C^D = 1 • -^-\ und 

hierauf wird eine Linie A' B' B' 
aufgetragen, deren Gleichung 

%ß 

lautet, wobei J das wirkliche, yer- 
änderlich angenommene und J, ein 
beliebiges aber konstantes Querschnitts-Trägheitsmoment bedeuten. Faist 
man diese Linie Ä B' B' als Belastungslinie eines einfiächen Balkens ÄB( 
auf und zeichnet die zugehörige Momentenkurve A' SB\ so ist diese 
(nach Aufgabe 1) die Einflulslinie für die mit EJ^ multiplizierte Senkung 
des Punktes C Wirken also auf den Balken AB (aulser den in A und B 
hervorgerufenen Auf lagerkräften) die beiden Kräfte P und X, und miTst 
man unter P die Ordinate f\ und unter X die Ordinate c, so ergibt 
sich die Senkung & des Punkte«« C: 

^ {Pfi — Xc), 



Flg. 175. 


8 = 


EJ, 


und es folgt aus der Bedingung S = der Wert 

X = P^' 


Es ist mithin die Linie A' SB' die gesuchte Einfluislinie für den 

Gegendruck X^ und — ist der Multiplikator für diese Linie. 

Da es bei der Bestimmung von X nur auf das gegenseitige Ver- 
hältnis von IT] und c ankommt, so darf die Höhe des Dreiecks X Dil 
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beliebig groÜB gewählt werden, und weiter darf die Linie ASB' ein 
mit beliebigem Polabstande geoceichnetes Seilpolygon sein. 

Aufgabe 3. Gesucht sind die Einflnfslinien für die Gegen- 
drücke X' und X'' der Mittelstützen eines wagerechten kon- 
tinuierlichen Balkens mit veränderlichem Querschnitte und 
mit 4 gleich hohen Stützpunkten. 

Werden die beiden Mittelsttttzen beseitigt, so entsteht ein einfacher 

Balken AD; die Punkte 
^und Cdesselben mOgeu 
sich um S' und 5'^ senken. 
Die Einflufslinie für den 
Wert EJX (wobei J, 
ein beliebiges Quer- 
schnitts-Trägheitsmo- 
ment bedeutet) stimmt 
mit der Momentenkurve 
A'ND' eines einfachen 
Balkens A' D' überein, 
dessen Belastungslinie 
A' L1 D' man erhält, wenn 
man den Balken ^ X> im 
Punkte B mit der senk- 
rechten Kraft „Eins'^ 
belastet, die dieser Be- 
lastung entsprechende 
Momentenfläche ÄLif 
(Dreieck mit der Höhe 
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Lß'=l-^)zei 


zeichnet 


M' mit 


und hierauf die Momente 
-p multipliziert; man erhält die Belastungsordinaten /== M' -~ • 




In gleicher Weise wird die Einflufslinie Ä OD' für den Wert EJ^h" 
gefunden; es wird nach Auftragen des Dreiecks A'TD\ dessen Höhe 

ist, die Belastungslinie A' T' D' mit der Gleichung z" 

= M" -^ ermittelt und die zugehörige Momentenkurve Ä OD' gezeichnet. 

Wirken nun auf den Balken AD (aufser den bei A und D hervor- 
gerufenen Auflagerkräfken) die drei senkrechten Kräfte P, X' und X* ^ 
so ergeben sich, mit den aus der Fig. 176 ersichtlichen Bezeichnungen, 
bei B und C die Durchbiegungen 
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h' = \l-- (Pr,' — X'c — X"c") und 

JE/ «Ar 

h"=-^(Pri"-X'<t-r'd"), 

und es folgen aus den Bedingungen 5'= und h"=^ die beiden 
Gleichungen 

aus denen sich die folgende Konstruktion der EinfluTsfl&che für X' ab- 
leiten lilfst.'*') 

Man zeichne zu der Belastungslinie Ä L! D' mit beliebig gewähltem 
Polabstande ein Seilpolygon (I), welches die Senkrechten durch die Stütz- 
punkte Ä, Cj D in Äqj Cq, Dq schneiden möge und hierauf zu der 
Belastungslinie AT' B' ein durch die 8 Punkte A^^ C^ und Dq gehendes 
Seilpolygon (II). Die Fläche zwischen den Seilpolygonen (T) und (II) 
ist die Einflufsfläche für X^ MiXist man unter P und 1[! bezw. die 
Ordinaten y) und c, so ist 

r=pA. 

c 
Die Höhen der Dreiecke ALL' und ÄTI)\ deren Ordinaten M' 

und M'' mit ~- multipliziert die Belastungsordinaten / und z' liefern, 

%ß 

dürfen, da es bei der Berechnung von X' nur auf das gegenseitige 

Verhältnis von t) und c ankommt, beliebig grols gewählt werden. 

Ganz ebenso wird die EinfluGsfiäche für X'' gefunden. 

Aufgabe 4. Gesucht ist der Horizontalschub X eines Bogen- 
trägers mit 2 (an den Kämpfern 
gelegenen) Gelenken. Fig. 177. Es 
handele dich um den Einflufs einer über 
den Träger wandernden Last P, einer 
gleichmäiÜsigen Erwärmung und eines Nach- 
gebens der Widerlager. 

Zuerst wird angenommen, dafs auf den 
Bogen nur zwei in A und B angreifende, 
nach aufsen gerichtete, wagerechte Kräfte 
„Eins** wirken (Zustand Jr= — 1). Die 
Sehnenlänge l vergröfsert sich hierbei nach 
Gleichung 58a, Seite 165, um 



H'^^ V 


cos ^dx 


EF 


*) Vergl. Seite 64. 
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und es entsteht eine Biegnngslinie Ä SB\ welcbe'als die Momentenknrve 

eines einfachen Balkens AB' aufgefafst werden darf, dessen Belastnngs- 

Ordinate, nach Gleichung (62) und mit Vernachlässigung von Ny stets ge- 

y sec O 
nügend genau: z = -^— - gesetzt werden darf; denn es ist M = y • 1. 

EJ 

Mit Hilfe des Mazwellschen Satzes lassen sich jetzt folgende Schlüsse 
ziehen, wobei 5' die unter der Last P gemessene Ordinate der Biegungs- 
linie ä' SB' und D den Angriffspunkt von P bezeichnen möge. 

1) Die in A und B wirksamen wagerechten Kräfte 1 verschieben 
den Punkt D um h' nach abwärts, mithin wird eine in D an- 
greifende Last „Eins'" eine Vergröfsernng der Stützweite l um h' 
hervorbringen, und eine in D angreifende Last P wird A^ = P&' 
erzeugen. 

2) Der Horizontalschub X verursacht für sich allein A2 = — X^. 

3) Eine gleichmftijBige Änderung der Anfangstemperatur um t be- 
dingt ^l = &tL 

4) Soll sich bei gleichzeitigem Wirken von P und X sowie der 
Temperaturänderung die Stützweite l um einen vorgeschriebenen 
Wert A^ ändern, so besteht die Bedingung 

M = Ph' — X^ + &tl, 

und aus dieser ergibt sich der für einen beliebig geformten Bogen 

gültige Wert 

Ph'+ct l — M 
(I) .Y= ^ 

Für einen flachen Parabelbogen mit konstanten Werten 
EJcoB 9 und -Fsec 9 ist, wenn Jcos 9 = J' und ^sec 9 = 2?^ ge- 
setzt wird, nach Gleichung (58b), Seite 165, 


IbEJ' * EF' 

y 1 4/'a; (l — x) 

und z = -zz — sec © = — , • ; 

EJ ^ EJ' V 


■8 

Die Differentialgleichung der Biegangslinie ^ SB' lautet 
_ <i!*8 _ _ 4/x {l — x) 

dx* —'—' "EJ'i^" ' 

EJ^l^d^_ „_ 
4/- dx^~^' ^' 
ihre Integration liefert 

EJ'l* dh^_ x^ _ lx*_ 

if dx ~'S~ 2 ~^ ^' 
EJ'l^ . X* 'a;» , ^ , ^ 
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Aus den Bedingungen: 

X = mnfs liefern 8 = 0, 
X = 1 „ „ 8 = 

ergeben sich die Integrationskonstanten 

Ci = Y2 ««^d ^2 = ö' 

nnd es folgt die Gleichung 

f ( xl» - 2lx> + X*) 

^^^^ * = 3^77^ • 

80 daTs unter der bei a gelegenen Last P die Ordinate 

(76) 8= -^jrj-^ 

erhalten wird. Die für X abgeleitete Oleichnng (I) geht über in: 

5P(«Z»— 2Zo» + a*) , IbEJ' , , . ,. 

^ = 8A^' + -mi ' ^'*' - ^'^' 

wobei 

5 r 


/ .15 J \ 


Das von P abhängige erste Glied von X bestimmt die EinfluDslinie 
für X; diese Linie weicht so wenig von einer Parabel ab, dafs es stets 
zulässig ist, sie durch eine Parabel zu ersetzen, so zwar, dafs beide 
Linien mit der Abscissenachse ä' B' (Fig. 177) gleichgroJGse Flächen 
einschliefsen. Die Pfeilhohe Z dieser Parabel bestimmt sich ans der 
Gleichung 


Z2Z_ 5 


^>'" 


2/a« + a*); 


man erhält 


16/-, 
nnd schliefslich den EinfloTs von P auf X: 

(77) X^ '^.., 

Aufgabe 5. Ein ursprünglich wagerechter Stab konstanten Quer- 
schnitts liegt bei A frei auf und ist bei B unter dem Winkel t^ ein- 
gespannt. Es soll das durch eine senkrechte Einzellast P hervorgerufene 
Einspannungsmoment M^ bestimmt werden. Fig. 178. 


♦) Eine andere Ableitung der Formel X^ yz- findet sich bei Müller- 
Breslau, Theorie und Berechnung der eisernen Bogenbrücken, Berlin 1880, 
Seite 81. 
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Wir betrachten zunächst den bei Ä und B frei aufliegenden, nur 
durch ein in B angreifendes Kräftepaar, dessen Moment =1 ist, be- 
lasteten Stab (Zustand M^ = 1) und berechnen die bei a entstehende 

Durchbiegung S, sowie den 
Neigungswinkel t der in B 
an die elastische Linie ge- 
legten Tangente. Die Mo- 
mentenfläche ist ein Dreieck 
ALB von der Höhe l5=1; 
faTst man sie als Belastungs- 
fläche eines einfachen Bal- 
kens AB auf, so entstehen 

die Sttitzendrücke [A) = -^ 

und (B) = — - und, an der 

3 



Fig. 178. 


Stelle a, das zweite Moment (yergl. Seite 180): 


^ l a a a 

(M) = — a— 1. — . — • — 
^ ^ 6 / 2 3 


a(l^ — a^ 


6/ 


es ist mithin 


(M) a(l^ — a^) 




EJ 


Weiter ergibt sich 


EJ 




6EJI 


l 
3 EJ 


1 


Der vierte der vorhin bewiesenen Sätze gestattet jetzt folgende 
Schlüsse: 

Ein bei B angreifendes, links drehendes Kräftepaar „Eins*^ senkt 
den Punkt D um &, folglich verursacht eine in D wirksame Last „Eins'* 
bei B eine Links-Drehung S, und eine Last P erzeugt die Drehung Ph. 

Da nun das Moment M^ für sich allein die Drehung M^t bewirkt, 
so entsteht im ganzen die Drehung 

Ti=P8+M,T, 

und es folgt hieraus, bei vorgeschriebenem T| , das gesuchte Einspannungs- 

M, = — P— + ^, d. i. 

Pa(l^ — a^) , ^EJt. 


moment: 


21 


l 


*) Da EJ^ als Bieguugsmoiuent aufgefafst werden darf, so läfst sich 

EJt^zEJ^ als Querkraft O'ertikalkraft) deuten. Es folgt dann (Fig. 178): 
dx 

EJ-z = (ß) und ebenso EJx = (.4). 
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§ 19. 

Allgemeine Untersuchung des Einflusses einer Einzellast 
auf die statisch nicht hestimmharen Crio&en X« 

Wir betrachten ein Stabwerk, auf welches nnr eine Last P wirkt, 
und suchen die statisch nicht bestimmbaren GröÜBen X' X" .... fdr 
eine beliebige Lage dieser Last unter der Annahme zu ermitteln, dafs 
bezüglich der auf Biegungsfestigkeit in Anspruch genommenen Stäbe 
die Voraussetzungen des § 12 zutreffen. 

Die Gleichungen: 

L' = 


= / ^ \-jttsdr, 


L"= 


welche auf Seite 80 für den Fall abgeleitet wurden, dals die Spannungen c 

in der Form <y = öq + a'X' -\- a'X" -|- 

darstellbar sind, lassen sich, wenn der die Unbekannten X enthaltende 
Teil Yon c mit a« bezeichnet und 

<y = öo + a, 
gesetzt wird, schreiben: 


(78) 


V=.J^^+f^'I-+f,.,'<,r. 


L"=^ 


|^Mr+|iLML+j.,,.,., 


Die Yon den Spannungen <Sq abhängigen Integrale erstrecken sich 
über den statisch bestimmten Hauptträger, in welchen das be- 
trachtete Stabwerk im Falle des Verschwindens sämtlicher unbekannten 
X übergeht; sie lassen sich in folgender Weise deuten: 

Bezeichnet, für irgend einen Spannungszustand des Hauptträgers, 

b die unter der Annahme unverrückbarer oder über reibungslose Lager 

gleitender Stützpunkte und für den Fall ^ = bestimmte Verschiebung 

des Angriffspunktes von P, so besteht, da P die Spannungen Cq hervor- 

c 
bringt, zwischen h und den Formänderungen A(2«, = -=- dsp die Be- 

Ziehung (Arbeitsgleichung) 

p^ / äd8„ Ca^cdV 


-h^H- 


E ' 

und es ergibt sich insbesondere für die dem Znstande X'= 1 ent- 
sprechende Verschiebung h' die Gleichung 
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(79) 


< und ebenso folgt 


Ph = j , Pb = / -^ , u. 8. w., 


wobei 5 ', 8'", .... die bezw. durch die Spannungen o", a"\ .... 
(entsprechend den Zuständen X"= 1, A''"= 1, . . . .) hervorgebrachten 
Verschiebungen des Angriffspunktes von P bedeuten. 

Die Bedingungsgleichungen (78) gehen jetzt über in: 


'L' = Pi'^J^^+J,t,'dV, 


(80) 


L"=ph"-\-f^f^ + f,tc"dr, 


sie mSgen für den Fall weiter umgeformt werden, daüs für die auf Biegungs- 
festigkeit beanspruchten Stäbe die Spannungen ö nach Gleichung (40) 
(§ 13) berechnet werden dürfen, und die Temperaturänderung innerhalb 
eines Querschnittes dem in Fig. 77 dargestellten Gesetze folgt. Es ergibt 
sich dann (vergl. die im § 14 unter 1 durchgeführten Integrationen):*) 

J E ~j EF "'■j EJ ^° 

j6tö'dy= jetoN'd8+ je-^M:ds; 

dabei wird angenommen, dafs die Längskrafb N und das Bieg^gs- 
moment M durch die Gleichungen 

N= No + N'X' + N''X" + . . . . und 

M = Mo + M'X' + M'Z" + 

gegeben sind und für die von X abhängigen Teile von N und M die 
Abkürzungen 

X^ = N' X' + N'' X'' + . . . 
M, = M'Z' + M"X"+ .... 
eingeführt werden. 

Für die Fachwerkstäbe ist, wenn die Temperaturänderung in allen 
Punkten eines Stabes den gleichen Wert t annimmt, 

wobei die Spannkraft <S in der Form 

5 = ^0 +-S'X' + 6'"X"-f 

dargestellt sein muTs und 

*) "Wir schreiben jetzt d« an Stelle voa (Jx. 
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5, = 5'Z' + S"Jt"+ 

den Ton den Unbekannten X abhängigen Teil der Spannkraft ^S^ angibt. 
. Die Gleichungen (80) gehen jetzt über in 


(r=..+/«:|^+/i^+/ 


(81) 


EF 

S'S,8 


6— — M ds 


r= P8"+ r. 


/«••«-''-»«- •■ r -^-rff •%.-r t r» A 


M M^ds 


EJ 


+ f^toN 




e ^-M"(i« 


d«+S^ + Se(S"« 


sie ermöglichen u. a. die Berechnung der Einflufslinien für 
die Gröfsen X\ X'\ ebener Stabwerke auf die Er- 
mittlung von Biegungslinien für stets sehr einfache Be- 
lastungsfälle zurückzuführen, da alle in den Gleichungen (81) 
stehepden Integrale von der Lage der Last P unabhängig sind und nur 
einmal berechnet zu werden brauchen. 

Ist das Stabwerk nur einfach statisch unbestimmt, d. h. tritt 
nur eine Unbekannte X auf, so folgt 

iV^= jy^o + N'X, M = Mo + M'X 5 = 5o + S'X also 
iV, = iV^X, M, = M'X, Ar = S'X 

und es ergibt sich dann aus der ersten der Gleichungen (81) der Wert 

(82) ^— -^ •^ 


eAf 


— ^S\ts 


X = 


j EF ^J EJ ' 


S' 


'8 


EF 


Aufgabe 1. Gesucht ist die Einflufslinie für den Horizon- 
talschub X eines kontinuierlichen Bogenträgers mit 8 Off- 
nungen. Fig. 179. Die einzelnen Bögen sind bei B und C starr mit- 
einander verbunden; bei A und D, G und L sind Gelenke angeordnet. 
Über den Mittelpfeilem liegen wagerechte Gleitlager, weshalb die Gegen- 
drücke B und C der Mittelstützen senkrecht wirken. Die Veränderlich- 
keit des Bogenquerschnittes soll berücksichtigt werden; sodann ist anzu- 
nehmen, dafs der Bogen gleichmäfsig um t erwärmt wird, und, infolge 
eines Nachgebens der Widerlager, / in l -{- M übergeht, während sich 
die Mittelstützen um die sehr kleinen Strecken h^ und S^ senken. 

Der Bogenträger ist einfach statisch unbestimmt; er geht im Falle 
Jr=0 in einen Gerber sehen Balken über, für den sich die Biegungs- 
momente Mq und Längskräfte Nq leicht berechnen lassen. 
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um die unbekannte X mittels der aus der Gleichung (82) folgenden 
Formel 


(I) X = 


_ L' — Fh' — etjN'ds ^ 



) 


bestimmen zu können, muTs man zunftchst den Zustand X= 1, welchem 
die Momente M' und Lftngskrftfte N' entsprechen, untersuchen. Dieser 


Fig. 179. 


Fig. 180. 


Fig. 181. 



Fig. 182. 


Zustand ist in Fig. 180 dargestellt. AuTser dem Horizontalschube „Eins" 

f 
wirken noch senkrechte Auf lagerkräff e 1 * y- » denn es müssen, damit 

sich die Bogenstücke AG und LD nicht um die Gelenke G und L 
drehen, die Kämpferdrücke durch diese Gelenke gehen. Der Linienzug 
AB TD ist (mit der Ausdrncksweise der graphischen Statik) das dem 
Zustande X= 1 entsprechende Mittelkraftspolygon, und es ergibt sich 
für irgend einen Querschnitt des Bogenträgers das Biegungsmoment 

M'=l.y, 
wobei y den senkrechten Abstand des Querschnitts-Schwerpunktes Yom 
Mittelkraftspolygone bezeichnet. Die in Fig. 180 schraffierte Fläche ist 
somit die dem Zustande X= 1 entsprechende Momentenfläche; der 
mittlere Teil derselben ist positiv. 


*) Da Fachwerkstäbe nicht vorkommen, so fallen die Glieder 2 in Glei- 
chung (82) fort; femer ist, wegen der hier vorausgesetzten gieichmäfsigen Erwär- 
mung A ^ = und t^ = t zu setzen. 
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Ist 9 der Neigungswinkel der Tangente an die Stabachse gegen 
die Wagerechte, so ist die Längskraft für den Querschnitt durch den 

Berührungspunkt : 

f 

1) innerhalb einer Aulsenöfifnung: N* = — 1 • cos 9 — 1 • — sin 9, 

2) „ der Mittelöfihung: N' = — 1 • cos 9. 

Da nun das über eine Auüsenöfinung ausgedehnte Integral / da sin 9 
= Jdyi=0 ist, weil B und Ä, desgl. C und D gleich hoch liegen, 
80 folgt 

f :s'd8 = — / cos 9^« = — (l^ + ?2 4- ^j) = — i. 

Die virtuelle Arbeit L' der Auflagerkräfte ist, für den Zustand 
X= 1 und bei den hier vorgeschriebenen Bewegungen der Stützpunkte: 

r * "^ ^ ' 7" 

und es entsteht, wenn Zähler und Nenner des Wertes für X [Gleichung (I)] 
mit EJg multipliziert werden (unter J^ ein beliebiges, konstantes Quer- 
schnitts-Trägheitsmoment verstanden) und die Bezeichnung 

J cos 9 = J^ 
eingeführt wird: 

— PEJ.h' + EJ, (y- (81 + 8,) — A/ + 6«z) 
wobei 


L' = — 1 . A/ + 1 ~ Si + 1 • -7- 82 


91 


= ../ -^ +/m- .p.= j.fjqt: +|,. ^ ... 


Das erste Glied von 31 ist gegen das zweite stets geringfügig, 
und es genügt, dasselbe angenähert zu berechnen. Man setze für alle 
drei Öffnungen: N' = — l*cos9 ^^^ nehme für Fsec^ einen kon- 
stanten Mittelwert F^ an; es entsteht dann 

dx «^ 7 j 

= ^^ l und 


f N'^ds _ j [ dx 
^^7 F ~'^'j FcoBff F, 

Nach Berechnung von 9t braucht man, um X bestimmen zu können, 
nur noch 8' anzugeben. 

£8 bedeutet 8' die unter der Last P gemessene Ordinate der für 


*) Wenn der Querschnitt nicht sehr stark veränderlich ist, ist es auch zu- 
lässig, für J' (wenigstens innerhalb der einzelnen Öffaungen) einen konstanten 
Mittelwert zu setzen. 

Müller- Breslau, Die neueren Metboden der Feetlgkeitf lehre. 13 
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den Zustand ^ "= 1 gezeichneten Biegungslinie, deren Differential- 
gleichung ^f ^\„^^ 

— — — = sec Q H 

unter Vernachlässigung des ganz unwesentlichen Gliedes 

'"^ dx' ~ EJ' 

vereinfacht werden darf. Es folgt dann, wenn an Stelle der Linie mit 
der Ordinate i' diejenige mit der Ordinate EJch' = t] gesucht wird, 

d^fl , j; J, 

—d^=^-y = '^^ 

und es ergibt sich nun im Anschlüsse an die Entwicklungen des § 17 
(wobei namentlich auf die Aufgabe unter 5 zu achten ist) die folgende 
Darstellung der Yj-Linie. 

Man bestimmt die Belastungslinie z=^y — ^, wobei es sich empfiehlt 

(damit die Gleichung — EJgh' = i\ bestehe), das Vorzeichen der y um- 
zukehren und die y zwischen G und L negativ anzunehmen. Hierauf 
falst man die in Fig. 181 mit I bezeichneten Flächen als Belastungs- 
flächen einfacher Balken ä' G' und L' D' auf, die mit II bezeichnete als 
Belastungsfläche eines einfachen Balkens G'L' und zeichnet die zage- 
hörigen Momentenkurven ä"SG'\ G"QL" und V KD'\ Nachdem 
hierauf die Senkrechten durch die Stützpunkte B und C mit der Mo- 
mentenkurve G''QV in B^ und C^ zum Schnitte gebracht worden 
sind, wird der Linienzug A" G^L^I)'' eingetragen, dessen Eckpunkte 
(?j und I/j senkrecht unter den Gelenken liegen. Mifst man nun unter 
der Last F den senkrechten Abstand der Momentenkurve von dem 
Linienzuge ä"G^L^D'\ so besteht zwischen r\ und 5' die Beziehung 

— ^V,5'=7], 

und es ergibt sich der durch die Last P hervorgebrachte Horizontalschub 


Sind die Momentenkurven Ä'SG'\ G"QÜ\ Li' KD" Seilpolygone, 
und ist der Polabstand = 92, so folgt 

X=F\ 

Es ist dann die Fläche zwischen den Seilpolygonen und dem Linien- 
zuge Ä'G^L^D" die Einflufsfläche für X Lasten zwischen B und C 
erzeugen ein negatives X. 

Besonders empfehlenswert für den vorliegenden FaU ist die auf Seite 173 
gelehrte Einführung von Einzellasten an Stelle der Belastungsfiächen I und IL 
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Yergl. aach Fig. 171. Wegen M'=l-y erhält man, wenn der EinfloTs der 
Längskräfte N auf die Werte t) vernachlässigt wird, nach Gleichung (64) und (63) 
die im Knotenpunkte m anzunehmende Einzellast 

Wm = to*=^[jr|^^(y..-i+2y.,.)+ ^J ^ — ^^- (y-+i + 2y„)J , 

wobei \c eine beliebige konstante Feldweite vorstellt. Zeichnet man zu diesen 
Lasten w (welche zwischen O und L nach aufwärts, hingegen links von G und 
rechts von L nach abwärts wirkend anzunehmen sind) die einfachen Momenten- 
kurven Ä'*SG'\ G"QV und r'JTD" (Fig. 182), trägt den Linienzug Ä'G^LJ)" 

EJ 

ein und mi&t unter P die Ordinate ttj, so besteht die Beziehung r— - 8' = tj 

und es folgt X = ^ • 

Nun ist 
T-^j?- = Ty -^j?- = -^ j- [nach Gleichung (68)] 

und I y^-jrdx=-\e^ymiCm, 


mithin 


^ Jel 




und man erhält, wenn a eine beliebig lange Strecke bedeutet, 

X = -f-^, wobei ©=-/^+ ^2/-«'-. 


4) « ' FcXcO ' a 

Sind die Linien Ä"SG'\ G"QL'\ V'KD" Seüpolygone, welche zu den 
Lasten w mit der Polentfemung ^ gezeichnet wurden, so ist 

a 

und, wenn die Lasteinheit P durch eine Strecke von der Länge a dargestellt 
wird (Kräftemafsstab) : 

X = ri. 

Zu beachten ist, dafs sowohl die Polentfemung ^ als auch die Lasten tr 
„Strecken^^ vorstellen, welche in beliebigem (vom Längenmafsstabe der Zeichnung 
unabhängigen) Mafsstabe angetragen werden dürfen. Meistens ist X konstant; 

man wählt dann Xc = wirkliche Feldweite und erhält -r^ = — ^^^^ = l. Istaufser- 

dem die Annahme: J'szzKonst. zulässig, so wählt man Je gleich dem Mittel- 
werte von J' und hat dann sehr einfach 

M^m = -g- (y»i- l + 4y« + !fm+l)- 

Bei kleiner Feld weite ist genügend genau ufm=^ym' 

Aufgabe 2. Eine auf Pendelpfeilern rnhende Kette sei dnrch 
senkrechte Stäbe mit einem Bogen verbunden, welcher an den Kämpfern 
Gelenke besitzt. Auf den Bogen wirke eine Last P. Es soll der 
Horizontalzng X' der Kette and der Horizontalschab X'' des Bogens 
unter der Voraassetzang berechnet werden, dafs sich die Stützpunkte 
um beobachtete kleine Strecken verschieben und 'eine gleichmäfsige 
Erhöhung der Anfangstemperatur um t stattfindet. Fig. 183. 

Zunächst müssen die Spannkräfte in den Fachwerkstäben , sowie 

13* 
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die den Bogen beanspruchenden Biegongsmomente M und Längekräfte N 
durch die Last P und die Unbekannten X' und X" ausgedrückt werden. 
a) Die 'Fachwerkstäbe. Es ergibt sich für irgend ein Glied 
der Kette, wenn a den Neigungswinkel desselben gegen die Wagerechte 
bedeutet: 

(I) S = X'8eca 



und für irgend eine Hängestange GB, wenn a^ und a^ die links und 
rechts yon OR gelegenen Winkel a bedeuten; 

(II) 5 = X' (tg a, — tg a,). 
Für den linken Pendelpfeiler ist 

(III) S = — X'{iga,+igOL^) 
und für den rechten: 

(Illa) 5 = — X(tga,.i + tga,). 
b) Der Bogen. Die senkrechten Auflagerdrücke bei Ä und B 
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seien = A bezw. = B; sie mögen die Kette in L und T schneiden. 
Die Gerade LT heÜBe die Schlnfslinie, and es sei an der Stelle x 
der senkrechte Abstand der Kette Yon der Schlnislinie =y' nnd die 
Ordinate des Bogen = y'\ Bei L denken wir die Kette durchge- 
schnitten, zerlegen die Spannkraft X' sec a, des geschnittenen Ketten- 
gliedes in die Seitenkräfte Q' (in der Richtung der SchluMinie) und Q'' 
(senkrecht) und schreiben die Momentengleichung fELr den Punkt T an; 
sie lautet 

(IV) (A^Q")l — Pb = 0, 

Ph 
und liefert -4 -f- O" = —; — • Nun führen wir an der Stelle x einen 

senkrechten Schnitt, welcher Bogen, Kette und SchluTslinie ia Df K 
und ü trifipfc, verlegen Q' von L nach U^ zerlegen sowohl Q' als auch 
die Spannkraft S des vom Schnitte D U getroffenen Kettengliedes in 
eine senkrechte und eine wagerechte Seitenkrafb (welche letztere = X' 
ist) und finden, wenn rr <^ a ist, das Biegungsmoment für den Bogen- 
querschnitt bei D: 

M = (A + Q'')x — ri — X"i\ d. i. 

= —--x — X y — A y , 

während im Falle x'^ a 

=z-—x — Xy — Xy 

erhalten wird, weshalb allgemein gesetzt werden darf 

(V) M = Mo— zy— ry, 

wobei Mq = Biegungsmoment für einen bei A und B frei aufliegenden, 
mit P belasteten Balken ASB. 

Die Momentengleichung (IV) für den Punkt T läüst sich auch 
nach der (in Fig. 183 nicht angegebenen) Zerlegung von ^'seco, in 
X' (wagerecht) und X'tga, (senkrecht) in der Form schreiben: 

{A + Z' tg o,) / — Z'c — P6 = ; 
sie liefert dann den senkrechten Gegendruck des Bogenwiderlagers 

(VI) ^ = ^-r(tgo,--^), 

und ebenso läJDst sich ableiten 

(VII) 5 = J^_z'(tga,_. + y), 

wobei Om-i der spitze Neigungswinkel des vom Schnitte BT getroffenen 
Kettengliedes ist. 

Die Summe der auf das Bogenstück AD wirkenden senkrechten 
Kräfte ist nun für x<^a\ 
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V=Ä + X'tgOi,—rigOL=^—r(iga — j) 


und für x^ a 

V 

weshalb man setzen darf 


= U-P) + rtga,— jrtga = ^_r(tga-y), 


(Vril) V=V,—r(igoL — j), 

unter Vq die Querkrafb (Vertikalkraft) für den Querschnitt x eines ein- 
fachen Balkens AB verstanden. 

Da die Summe der auf das Bogenstück AD wirkenden wagerechten 
Eräfbe = X'' ist, so ergibt sich nach Gleichung (56) für den Bogen- 
querschnitt bei D die Längskraft 

(IX) N= — Fq sin 9 + Z' ( tg a ) sin 9 — X" cos 9. 

9 bedeutet den Neigungswinkel der in D an die Bogenachse ge- 
legten Tangente gegen die Wagerechte. 

Durch die abgeleiteten Gleichungen ist die Berechnung der Inanspruch- 
nahme unseres Stabwerks auf diejenige von X' und X" zurückgeführt. 

c) Bestimmung von X' und X". Es sollen die Gleichungen (81) 
benutzt werden; dieselben gehen, wegen At = 0, tQ = t und 8''= Oy*) 
nach Multiplikation mit EJ**) und mit der Bezeichnung J cos 9 = «T 
Aber in: 

EJ.L' = PEJ^b' + fu'M, ^dx-\-J. [—^ + &EJ^ flTda 

EJX= PEJX+ Al"M,^ dx + J, f^^^^ da + tEJ.t fN^ds, 

und hierein ist zu setzen für den Bogen: 

M. = — X'i— X"y"\ N, = + Z' (tg a — y) sin 9 — X" cos 9 

M' = — y \ N* =- {ig OL — — ) sin 9 (Zustand X' = \) 

M" = — y" ; JV" = — cos 9 ; (Zustand X" = 1 ) 

und für sämtliche Fach werkstäbe : 

S, = S'X\ 
wobei S> bezw. den KoefHzienten von X' in den Gleichungen (!) bis (III) 
bedeutet. 


♦) In den für die Spannkräfte S gefundenen Ausdrücken ist die unbekannte 
X" nicht enthalten. 

**) Je bedeutet, wie früher, ein beliebiges, konstantes Trägheitsmoment 
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Mit der stets zulässigen Veroachlässignng des fast einflnTslosen 
Wertes N' sowie des ersten Gliedes des Aasdmckes für Nj, ergeben 
sich zur Berechnung von X' und X" die Gleichungen: 


(X) 


EJX=PEJ,h'+X'\y^-^dx-\'X 


f 




^dx + jX^^ 


-\-tEtJ,'SS's, 
EJ.L"=PEJr -{-JtfyY^ dx-\-X"ff* 


-dx -] z: — l 


J' " ' F, 

— &EtJJ.*) 

Die Summen ^ erstrecken sich über Kette, Hängestangen und 
Pendelpfeiler und die Integrale über den ganzen Bogen. 

um die virtuellen Arbeiten L* und L" der Auflagerkräfte zu be- 
rechnen, nehmen wir die Wagerechte durch die Punkte A und B relativ 
festliegend an und bezeichnen die Verschiebungen der Stützpunkte N^ 
und N^ im Sinne von N^ E^ bezw. N^ E^ mit ^^ und ^21 ^i® Senkungen 
der Punkte iV, und ^4 mit ^g und ^4 und die Vergröfserungen der 
Stützweite l mit AZ. Es ist dann die von den Stützendrücken 

X", C^ = X' sec a^ , Cg = X' sec a„, 
C3=X'(tgai +tga,), C4 = Z'(tga..,+tgO 
geleistete virtuelle Arbeit: 
St = — Z"AZ — X' sec ttj • ^1 — X' sec a« • $2 — X' (tg «^ -j- tg otg) |s 

— Z'(tga^_,+tga^)$4 
nnd es folgt für den Zustand A'' = 1 : 

(XI) L' = — $, sec ttj — $2 sec a, — $3 (tg a^ + tg Og) 
— $4(tga«.i + tgaj 
nnd für den Zustand X" = 1 

(XII) L" = — AZ. 

&' und &" sind die unter der Last P gemessenen Ordinaten der 

für die Zustände X' = 1 und X" = 1 zu zeichnenden Biegungslinien 

eines bei Ä und B frei aufliegenden Balkens ASB (des Hauptträgers 

unseres Stabwerks) ; sie können mit Hilfe ihrer Differentialgleichungen : 


(XIII) 


d*h ' _ M' 


d*h" 
dx* 


■ n 


= - + 


dx 
dx 


*) Es bedeutet, wie in Aufgabe 1, Fe den konstanten Mittelwert aus den 
veränderlichen "Werten F sec 9, wobei F = Querschnitt des Bogens an der Stelle x. 
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berechnet oder nach der im § 17 gegebenen Anleitung anf graphischem 
Wege gefonden werden, während sich die in den Gleichungen (X) vor- 
kommenden Integrale n. a. mittels der Simpsonschen Formel ermitteln 
lassen.*) 

Formeln für die duroh einen Farabelbogen versteifte parabo- 
lisohe Kette. Sind f und f die Werte von y und y' bei x= ^ ly 
so ist 

4:fx{l — x) - „ ^f'x{l — x) 

y = ^2 ^^^ y ' = ^2 

und es folgt, wenn J' =• J cos 9 durch einen konstanten Mittelwert J^ 
ersetzt wird, 

y'-ydx = —^^ x^ii-xydx = -j^ 

(XIV) < *^ 0*^ 

jy ^^dx=-j^ und jyy -^dx=--^^' 

Die Oleichangen (XIII) gehen, mit Yernachlässigang der nnwesent- 
licben, von N" and N" abhängigen Glieder, Über in 

— EJ.-j^ = M = — y = -ji und 

d«8" if"x(l — x) 


— EJ. 


dx' 


li 


und es ergeben sich nach Gleichung (76) Seite 187 bei x = a die Ordinsten 
f(al'—2 la' + «*) , »„ f" (al»—2 la* + a*) 

* = BEJJ^ ""^ * = ^EJJ^ ' 

wofür nach Seite 187 stets gesetzt werden darf (Gleichung 77): 

(XV) 8' = -^^-^^-und^ = -^^^ 

Bei Berechnung der Summen S und ^S's ist es stets zu- 

lässig, nur die Spannkräfte iS' der Kette zu berücksichtigen; dieselben 

sind für die unter ol^ ol^ a« geneigten Stäbe bezw. 

1 • sec a^, 1 • sec Oj, , 1 • sec a«, 

so dafs sich, wenn der Querschnitt der Kette dem Gesetze 

i^ = i^, sec a 
folgt, wobei F, = Querschnitt der Kette im Scheitel, 

2 -- = 2 — -=-^-25 8eca 
F F. F, i 

*) In den Gleichungen (XIIl) dürfen die von N' und N" abhängigen Glieder 
stets vernachlässigt werden. 
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ergibt, und hierfür darf bei Annahme einer von L bis T stetig ge- 
krümmten Kette und wenn y den Abstand des bei x gelegenen Eetten- 
punktes von der Wagerecbten durch L bezeichnet, gesetzt werden 


2s8ec 

1 


a = «1 See tti -|- Ids sec a -f- ^n s^c ot„ 
= 5j sec ttj + s^ sec a„ -[- jdx |^1 + (^-^ j J • *) 



Bedeutet c den Höhenunterschied der Punkte L und T, so ist 

y = y' -|- c — = -j 1- c — > '^^ ®s ^''^^ff^ somit (uach Aus- 

führung der Integration): 

(X\^I) i?;S -— = S5'5 = Ss sec a 

(16/*'* c*\ 
l+y J2- + 72-/ 

Werden die Werte aus (XIV), (XV), (XVI) in (X) eingeführt und 
letztere Gleichungen nach X! und X" aufgelöst, so ergeben sich mit 
den Bezeichnungen: 

Ib J^ s„ , , Ib J^ 


(XVII) < 


|X=1 + 


" ; V = 1 + 


8 F,r* ' 

3 /2 


+^) 


8 F./"» / 
«j = «1 sec «1 -(- «„ sec ot, -f- / ( 1 -(- 

folgende Ausdrücke für X' und X': 
Die Last P erzeugt: 

4/^ i (XV — 1 
die gleichm&Iigige Erwärmung verursacht: 


if'l jtv — 1 


(XIX) < 


TT'— 11. s^<-^« fj^" _i_ _L\ 

^ - 8 A(xv-i) W'""^r/ 


r'=+A' 


sE'/J, 


8 /-'z(pLv— 1) 
und eine Verschiebung der Stützpunkte bringt hervor 

8 /^ ^/ [JLV 1 8 /^ **/ (JLV — 1 

wobei L' und L" durch die Gleichungen (XI) und (XII) gegeben sind. 


♦) Es ist hierbei die Delinung der Stücke EiL und TE^ der Kette ver- 
nachlä£sigt worden. 
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Trägt man die Parabeln ^' fF' 5' und A'' W ß" auf, deren Pfeil- 
höhen bezw. 

3Z V— 1 , ., dl V— 1 

Ä = —T^ und n = 


lef fiv — 1 16/^' \L^) — l 

sind und bezeichnet die unter der Last P gemessenen Ordinaten dieser 
Parabeln mit i\ und t\\ so findet man, dafs 

X' = Pri und J5r" = Ptj" 
gesetzt werden darf. Die Parabeln A W'B und A W"B sind demnach 
die gesuchten Einflufslinien für X' und X'\ 

HorizontalBUg der duroh einen Balken versteiften parabo- 
ÜBohen Kette. Ordnet man bei A^ Fig. 183, ein wagerechtes Gleit- 
lager (das aber auch negative Stützenwiderstände aufzunehmen imstande 
sein muTs) an, so ist X" = 0. Der Horizontalzug X' der Kette mufs 
der Gleichung genügen [vergl. (X)]: 

(XXI) EJX= PEJ,h'+ X' fy^^ dx + JX^ ^ + tEtJ^^S's, 

J J jf 

und aus dieser folgt mit den durch die Gleichungen (XIY), (XV) und 

(XVIII) gegebenen Werten: 

ZPah 15 ^EtJ.So . IbVEJ^ 


^= ::^-~^-^^^^+ 


wobei 6) = 1 + -— —-^ -j- 

ist, während L' durch die Gleichung (XI) bestimmt ist. 

Den durch die Last P hervorgerufenen Horizontalzug kann man 
auch setzen : X' = Pt\, 

wenn r{ die unter P gemessene Ordinate einer Parabel A' W' B' be- 
deutet, deren Pfeil ä' = -.- ist. 

Kette mit Vereteifangsbalkeny deren Horisontalaug vom 
Verateifongsbalken aufgenommen vnrd. In Figur 184 ist eine 
Kettenbrücke mit drei Öffnungen dargestellt worden. Die gelenkartig 
miteinander verbundenen Balken C^A^ AB und Bd^ besitzen nur ein 
einziges festes Auflager; die übrigen Auflager bewegen sich auf wage- 
rechten Bahnen. Bei G^ und C^ sind die Bückhaltketten mit den äuüseren 
Balken befestigt — eine zuerst von dem verstorbenen österreichischen 
Ingenieur Langer vorgeschlagene Anordnung, durch welche die mit 
gewissen Übelständen verbundene Einführung der Rückhaltketten in 
das Widerlagermauerwerk vermieden wird. 

Lasten, welche auf die äu&eren Balken C^Ay BC^ wirken, er- 
zeugen X' = 0. Bei Berechnung der infolge Belastung des mittleren 
Balkens hervorgerufenen Horizontalzuges ist zu beachten, dafis der Bal- 
ken AB nicht nur durch die Momente 
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M = Mo — X'y, 
sondern anch durch die für alle Querschnitte gleiche Längskraft N=- — X' 
beansprucht wird. Für die Balken C^A und BC^ ist bei ausscbliefs- 
licher Belastung der MittelöflFnung M = und N = — X\ In der 



Fi«. 184. 


Gleichung (XXI) sind hiernach die auf die Kette sich beziehenden Summen 
S und S S'a zu vermehren um die über die drei Balken F (deren 

Querschnitte Fq, F, Ff^ seien) sich erstreckenden Summen: 


/ 


= 1 -- + 1 T^ + 1 -^ «°<i 


F ~ Fo ' ~ F 





Man gelangt dann zu der Formel 
SPab 


r= 


f ^/-l 


4 0)77 


wo 


1^ si;^j; (go +2 ^0 + , ibUEJ, 




15 J, ( s, 21' l \ 


ist. 


§ 21. 

Forteetzung. 

Zu einer besonders übersichtlichen Ermittlung der statisch nicht 
bestimmbaren Gröfsen, die jetzt mit X«, X», X«, . . . bezeichnet werden 
sollen, gelangt man in der Weise, dafs man die X zunfichst zu den 
auf das statisch bestimmte Hauptsystem wirkenden Lasten rechnet und 
die Wege 5«, S^, 5«, . . . der Belastungen X«, X^, Xc, . . . (nach 
Seite 60) auf die Form bringt: 

8* = 2P«5ft^ — X„hi„ — A'jSfcft — Xght^ — 

= SP„8e« Xah^n Xi,hrt Xchce 


(83) 


1 


■ • • 


+ Sa, + K^ 

+ K + 8». 

+ 8c« -|- ^cu, 


— 204 — 

Hierbei bezeichnet: 

S^ den Einflofs der Ursache P^= i auf den Weg h„ 

^aa »f >> >» >» -^« ■""■ "^ -^ »» »> >> "• 

"oft »« »» »» »f -^6 ^^ 1 f> »» )> "« 

hat desgl. den EinfluTs von Temperatoränderangen 
iaw fy „ ,» „ Yerschiebongen der Stütznnkte des 

Hauptsjstems, 
nnd ebenso lassen sich die übrigen mit Doppelzeigem behafteten Werte 
h denten. 

Da nun aber nach dem Maxwellschen Satze die Bnchstaben 
eines Doppelzeigers miteinander vertauschbar sind, so ist 

und es sind mithin die Beiwerte der Belastungen P^ durch die den 
Ursachen Xa = — 1, X^ = — 1, . . . entsprechenden Verschiebungs- 
zustände völlig bestimmt. Schreibt man die Arbeitsgleichung für den 
Belastungszustand Xa = — 1 an und legt man hierbei jedem Teilchen 
ds^ die Änderung äids^ = bei, so erhält man 

— 1 . 8„„ + La = 0; — 1 . 5j^ + L5 = 0; 

unter L^, L», . . . die virtuellen Arbeiten der Auflagerkräfte för den 
Zustand X^ = — 1, bezw. -^6 = — 1, . . . verstanden. 
Es gehen also die Gleichungen (83) über in 

K — 8j, — Li == 2P«8^t — X„hi„ — X^itb — Xchi^ — ... 

K 8^ Lc = SP^8^^ Xah^a Xi,hch X^hec ... 


(84) 


I 


sie führen zu den unbekannten X, nachdem die Wege 8«, 8», 8«, . . . 
bestimmten Bedingungen unterworfen worden sind. Ist beispielsweise 
a der Angrifi&punkt eines Auflagerwiderstandes X«, und ist das frag- 
liche Widerlager starr, so ist 8« = zu setzen. Bedeutet Xi, die Spann- 
kraft in einem überzähligen Fachwerkstabe, so muls für 85 die Längen- 
änderung dieses Stabes eingeführt und positiv oder negativ angenom- 
men werden, je nachdem der Stab gedehnt oder verkürzt wird. 

Bevor wir zur Durchführung eines Beispiels übergehen, bemerken 
wir folgendes: 

Sollen die Gleichungen (84) auf die Berechnung von statisch nicht 
bestimmbaren Auflagerkräften eines auf Biegung beanspruchten Stabes 
angewendet werden, so wird bei der Ermittelung der 8^, 8«,», ... die 
Gleichung der Biegungslinie stets in 

dn _ M 

'd^~E7 
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Tereinfacht werden dürfen, wobei J' = J cos 9 ist. Sobald die Annahme 

EJ' = Const, 
erlaubt ist, was in der Regel der Fall sein wird, setze man bei der 
Ermittelung der Biegnngslinien (8', 8", 8'" . . . .) den Wert EJ'= 1, 
integriere also (anf analytischem oder graphischem Wege) Gleichungen 

von der Form ,0^ 

d 

Man moTd dann die in den Bedingungen (84) auf der linken Seite 
stehenden Werte L„ — ^th^.t mit EJ' multiplizieren, desgl. den von 
Längskräften N abhängigen Teil der Verschiebungen 8^.^, während 
der von den Biegungsmomenten abhängige Teil der 8«,.» ebenfalls 
unter der Yoraussetzung EJ" = 1 berechnet wird. 

Es ist oft zweckmäüsig, nur die Verschiebungen 8^0* f>mbi . • • • 
mit Hilfe Yon Biegungslinien zu ermitteln, hingegen die Koeffizienten 
der QrOisen Xy d. s. die Verschiebungen i^at 8«», 8««, .... mittels 
der Formel 

zu berechnen, wo p und q zwei beliebige Zeiger sind. Will man auch 

einzelne oder alle Summen SP^h^, ^P^i^, , so setze man 

2P«8^= 8^ 


und wende auf ioai 8««, .... die Gleichung (85) an.. 

Aufgabe. Gesucht sind die Stützenwiderstände eines durch 
eine senkrechte Kraft P belasteten Bogenträgers mit 8 Off- 
nungen. Bei Ä und ß sind Kämpfergelenke angeordnet; über den 
Mittelpfeilem sind die einzelnen Bögen fest miteinander verbunden und 
durch wagerechte Gleitlager unterstützt. EJ' sei konstant. 

Es bedeuten A und B die senkrechten Seitenkräfte der Kämpfer- 
drücke, X^ den Horizontalschub, X^ und X^ die senkrechten Gegen- 
drücke der Mittelstützen. Im Falle Zj = 0, X, = 0, Z, = liegt 
ein an den Enden frei aufliegender Balken AB vor, und es nehmen 
dann A und B die Werte 

_ Pb _ ^« 

■An : • Jjn 


^0— ^ » -0 i 

an. ' Wirken auf diesen (den Hauptträger unseres Stabwerks vor- 
stellenden) einfachen Balken AB nur die wagerechten Kräfke ^i = — 1, 
so ist das Biegungsmoment für irgend einen Querschnitt: M^= i-y. 
Die Fläche zwischen der Bogen achse und der Geraden AB ist die Mo- 
mentenfläche für den Zustand Xi= — 1 ; sie sei kurz „Fläche I'^ genannt. 
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Die „Momentenfläche IP* für den Zustand X^ = — 1 ist ein Dreieck 


A^S^B^ mit der Höhe 0^8^ = 1 


l 


, und die „Momenten fläche IH" 


für den Zustand Xg == — 1 ein Dreieck A^S^B^ mit der H5he G^S^ 


1 ^3^3 

= 1 • — : • 


l 


Die Biegungsmomente M" und M"' für den beliebigen 


Querschnitt D sind 


M"= 1 «y" und M"'= 1 *y"\ 



Fig. 185. 


und das gesamte Biegungsmoment für D wird 

M = Mo — X^y[ — X^y" — X^y"\ 
wobei (für den Hauptträger): 


Ph 


und 


M^, = -- -— X , sobald x <ia 
Mq = -— ^ x\ sobald x <1 h. 
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Fabt man die Fläche I als Belastangsfläche eines einfachen Bal- 
kens AiBi anf und zeichnet die zugehörige Momentenkurve AiL^Bi, 
so erhält man in dieser die dem Zustande ^i = — 1 und der Voraus- 
setzung EJ' = 1 entsprechende Biegangslinie, ihre unter dem Angriffs- 
punkte C von Pm und unter den Stützpunkten C^ und C^ gemessenen 
Ordinaten 

sind gleich den senkrechten Verschiebungen (Senkungen) der Punkte 
C, Cj und Cg für den Zustand X^= — 1. 

Ebenso bedeuten, wenn A^L^B^ und A^L^B^ die .den Belastungs- 
flächen II und III entsprechenden Momentenkurven der einfachen Balken 
A^B^ und A^B^ sind, die Ordinaten 

"iHg » "2 ' » J "8*2 

die senkrechten Verschiebungen, welche die Punkte C7, C^^ C^ bei Ein- 
treten der Zustände -^2 ^=^ — ^ bezw. X^ = — 1 erfahren. 

Da die Verschiebungen &«.!» §••2» ^««s unter der Voraussetzung 
EJ' = 1 abgeleitet worden sind, und da femer die Widerlager des 
statisch bestimmten Hauptsystems ^B als starr angesehen wurden, so 
geben die Gleichungen (85) für den yorliegenden Fall über in 

-^1 ^1 • 1 +^2 ^1 • 2 "4" -^8 ^1 • 3 = Pm^m • | + (Sj, 8^) EJ 

-^1 ^2 • 1 "r ^2 ^2 • 2 H" -^3 ^2 • 8 ^^ ^m^m • 2 "I" (^2« ^2) ^"^ 

-^1 ^8 • 1 + -^i ^3 • 2 "l~ -^8 ^8 • 8 = ^m^m • 8 "h (83« 83) EJ . 

Die auf den linken Seiten stehenden Verschiebungen h sind (da 
5| . 2 =82-1 ^^^ ^1 * 8 =^ ^8 * 1 ^^^) l^ei'oits bekannt bis auf Si • i; letztere 
bedeutet die mit EJ' multiplizierte Verlängerung der Sehne l im Be- 
la8tnng8falleXi= — 1; dieselbe ist, nach Gleichung (58a) genügend genau 

Si-i = jy^dx + 'j^l, 

wobei F' den Mittelwert von i^secf und F den Inhalt des Bogen- 
querschnitts bedeutet,*) während 


fy'dx = 2 fy 


= 2 lydx^ = 2Fj'ri 


gesetzt werden darf, unter Fi den Inhalt der Belastungsfläche / und 
unter t\ den Abstand des Schwerpunktes dieser Fläche von der Geraden 
A^Bi verstanden. 

8iif \it ^si sind die im entgegengesetzten Sinne von X^, JC^» ^s 
positiv angenommenen Verschiebungen der Stützpunkte infolge einer 
Temperaturänderung. Wird eine gleichmäfsige Erwärmung um t 

♦) Bei flachen Bögen ist genügend genau F'=dem Mittelwerte von F. 
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▼orausgesetzt, so bleibt der Bogen seiner früheren Gestalt ähnlich; es 
geht über: 

Z in ?+ &tl, Äg in Ä, -j" e^Äj, Äj in A3 + e^Ä,, 
nnd es ergibt sich 

Ol* i = &tlj 02.1 = £^^2) ^8"«^^^ tth^. 

Ändert sich infolge yon Verschiebungen der Widerlager: 

l in ^4"^^ Ä« ^^ \ — ^Äj, A3 in A3 — AÄ8, 
80 ist 

Sj = AZ, §2 ^^ — ^^2, 83 = — AÄ3. 
Nunmehr sind die sämtlichen Eonstanten der Gleichungen (I) 
bestimmt, und es lassen sich die Werte X^, X2, X3 berechnen. 

Wir geben die Auflösung für den Fall eines in Bezug auf die 
Mittelsenkrechte symmetrischen Trägers, setzen: 

02 . 1 = Ö3 . j = c^ , 

02 . 2 =^ "s • 3 ^^ ^« » 

"8 • 8 ^^ "2 • 8 ^^ ^3 » 
führen ftlr 5^ . ^ die Bezeichnung c ein und erhalten mit den Abkürzungen : 

fr ^2 "' 8 


— ~r — 

^2 ~r ^3 
die Auflagerkräfte: 

8 i S SIS 

— a ^ J' I AZ — (AÄj + AÄ3) _^ 1 , 

jrg=p, («"8^,- a"8„,) — si;j'< — ^ 


«^2 I *^8 


^2 I <^3 


-^8= -Rh (a"8«3 — tt^'S^o) — e.2^^'^ 


^2 I ^3 
+ EJ' (a" AÄg + a" AÄ2) — J5r' — -J^ 

^2 + ^8 

Wird das eine der beiden festen Auflager Ä und B durch ein 
wagerechtes Gleitlager ersetzt, so ist X^ = ; es entsteht ein konti- 
nuierlicher Balken, dessen Mittelstützen die Gegendrücke 

X^ = P„ (a"8^2 — a "^«3) — ^EJ't (ol\ — a "A3) 

+ EJ' ioL'^h^ + a "AÄ3), 
-X5 = P« (a' 8„3 — a 8^2 ) — &EJ't (a'Ä, — ol 'h^) 

+ ^j'(a"AÄ3 + a"ÄÄ2) 
ausüben. 
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Wird bei Lösang der vorstehenden Aufgabe eine Berticksichtignng 
der Veränderlichkeit des Querschnittes verlangt, so hat man nur nötig, 
die Belastungsordinaten y\ \j\ y" der einfachen Balken A^B^^^ A^B^j 


AqBq durch die Ordinaten y -p-, 


y 


// 


y 


ttt 


zu ersetzen, wobei Jr 


ein beliebiges konstantes Querschnittsträgheitsmoment bedeutet. In den 
Gleichungen (I) mufs dann «/« an die Stelle von J' treten, und schliefs- 
lich ist 


\'\ 


zu setzen.*) 


■j. 


2 


-jrdx-^j;rl 


§ 21. 

Schärfere Untersuchung einfach gekrfimmter Stäbe. 

1) Grundgleiohungen für die Spannungen und Formänderungen. 

Es wii'd, wie bei der bisherigen Untersuchung eines krummen Stabes 
angenommen, dafs dieser in Bezug auf die durch seine Mittellinie ge- 
legte Ebene symmetrisch, ist, dafs alle äufseren Kräfte in jener Ebene 
liegen, und nur die senkrecht zum Querschnitte wirkenden Spannungen 
a berücksichtigt zu werden brauchen. Hingegen wird die Voraussetzung 
von im Yerhältnüs zu den Krümmungshalbmessern verschwindenden 
Querschnittsabmessungen aufgegeben. 

Indem der Querschnitt auf zwei durch seinen Schwerpunkt gehende 
Koordinaten-Achsen (u und v) bezogen wird, deren eine (die u-Achse) 
senkrecht zur Stabebene ist, wird angenommen, 
dafs in allen von der u- Achse gleichweit ab- 
gelegenen Querschnittsteilchen gleich grofse 
Spannungen a und Temperaturänderungen t 
entstehen, und die Berechnung der a an die 
Voraussetzung geknüpft, dafs die vor der 
Biegung ebenen Querschnitte auch nach der 
Biegung Ebenen bleiben.**) 

Sind in Fig. 186: Ä^B^ und Ä^B^ zwei 
unendlich nahe Querschnitte, CiC^^=^ ds das 
Element der Stabachse, C^Di = CgDj = -f- 1?, 
D^D^ = ds^ und / AiOA^ = ( — e?9), wobei 9 den Winkel bedeutet, 



/n.e,-t, 


Fig. 186. 


♦) Weiteres über kontinuierliche Bogenträger enthält eine Abhandlung des 
Verfassers im „"Wochenblatte für Architekten und Ingenieure, 1884". 

**) Man kann hierfür auch die Annahme machen, dafs zwei unendlich nahe 
Querschnitte infolge der Biegung gleich gekrümmt werden und die Stabachse 
unter gleichen Winkeln schneiden. 

MülleT-Breslftn, Die neneren Methoden der Featlgkeitalebre. 14 
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den die im Punkte C^ an die Stabachse gelegte Tangente mit der 
o:- Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems (Fig. 164) bildet, so 
ist vor Eintreten einer Verbiegang des Stabes, wenn r den Krümmungs- 
halbmesser der Stabachse bezeichnet. 

CjC, = d« = — rd9; D^D^ = d8^ = — (r — v) d^ = ds -{-vd^ 
und nach einer kleinen Verbiegang 

dC, = d«4- A(f5, / ^iÖ^ = — (d9 + Ad?), 
/>i/), = dSr + Arf«, = ds -\- Ad.s -f- lv-\- A») (d(f + ^d(f), 

woraus, mit Vernachlässigung der sehr kleinen Orölse ArAeff und mit 

Beachtung von ds = ds^ — vd^: 

(86) Ad5,, = Ad« + ^vd(f -\- »Ad?, 

während andererseits entsteht 

infolge der Spannung c: Ad«, = -=-dSp, 

.' -Ä 

,, „ Temperaturänderung f: Ad«, = e^d«, 
und beim Zusammenwirken von a und /: 

(87) Ad«,= (-|- + e<)d«„ 

so dafs sich ergibt: 

a Ad« + Avd9 + ^^d(f 

~E~^^^~ d« + rd9 

Dividiert man Zähler und Nenner der rechten Seite dieser Gleichung 

ds 
durch = — d9, so erhält man 


r 


Ad« ^ Ad9 
— r — Ai' ; — V 

(88) -l + ^t= ''' ^'^ 


E r — V 

worein zu setzen 

(89) Ar= /Adi; = /{e^ 


'=j^^^=/G^-7;^)^^' 


1 

unter — den Koeffizienten der Querdrehung verstanden; derselbe ist 

für Schweilseisen und Fiufseisen = -— bis - • 

4 o 

Differentiiert man (88), um das Integral Av zu beseitigen, so ge- 
langt man zu einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den 
3 Veränderlichen a, t;, t und ist dann imstande, c als Funktion von 
V darzustellen, sobald t als Funktion von v gegeben ist. Die beiden 
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in (j noch enthaltenen Unbekannten -— — und — ; — können schliefs- 

d8 09 

lieh mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen 

X = l<3dFy U=!<5vdF 

berechnet werden, unter N die Lftngskraft und unter M das Biegungs- 

moment für den fraglichen Querschnitt verstanden. 

Wir wollen zunächst (vorbehaltlich einer späteren genaueren ünter- 
äuchung) den von c abhängigen Teil von Af vernachlässigen und 
^dv = ^tdv setzen; sodann wollen wir, ebenso wie beim geraden Stabe, 
nur solche Temperaturzustände in Betracht ziehen, welche keinen un- 
mittelbaren Einfluik auf die Spannungen a haben. 

Beim geraden Stabe wurde gezeigt, dals mit den äuDseren Kräften 
(P und C) auch die Spannungen c verschwinden, sobald t eine Funktion 
ersten Grades der Querschnittskoordinaten u und v ist; es können dann 
durch Temperaturänderungen zwar beachtenswerte Formänderungen, 
aber nur im Falle statischer Unbestimmtheit Spannungen hervorge- 
rufen werden, sobald nämlich infolge jener Temperaturänderungen 
äulsere Kräfte entstehen. 

Es fragt sich nun: 

Welchem Gesetze t = F (v) muiJs die Temperaturänderung 
innerhalb des Querschnittes eines krummen Stabes folgen, 
damit auch für diesen mit den äuTseren Kräften die Span- 
nungen verschwinden. 
"Wir gehen von der Gleichung 

äkds^ = ^da + Ar<i9 -\- v^d<f 
aus, bezeichnen mit 

t die Temperaturänderung an beliebiger Stelle 0, 
<o »» M fttr V = 0, 

H »> »f >» ^ ^^ \ ^i» 

^» 91 >» »> v= 62 , 

setzen, da auf den Stab keine äufseren Kräfte wirken sollen und a = 
sein soll, 

Ad«r = etd8„ = — &t(r — v) d(f 

Ad« = efo^« = — U^rdff 
und erhalten die Bedingung 

— st{r — v) = — s^aT -I- Af7 -f- » — .— ^ • 

»9 

Wird diese Gleichung differentiiert, so entsteht, mit ^dv = etdv: 

(90) — e (r — v) dt = -^^ dv, 

(29 


14 


* 
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und hieraus folgt: 

1 A(?9 r (it? 1 Ad9 

e ^9 \ r — V 6 ^9 

Da nnn für t? = : t = t^ ist, so ergibt sich 

1 A</9 
6 ^9 

Setzt man erst v = — e^ und ^ = ^2» l^ierauf «^ = "i- ^i und < = <i, 
so findet man 


«. = '.+T^'»0+^*). 


e (^9 V r 


'.='.+i^'"0.-^) 


- . ^ _ . und 

e »9 \ . r 


«2 


/i4- 

1 Ad9 , / ' r 

woraus sich mit der schon früher benutzten Bezeichnung t^ — ^2 = ^^ 
ergibt: 

A(29 eAi 

\ r - e^J 
und hierfür darf, mit e^-^r e^ = h^ stets genügend genau gesetzt werden: 

A(^9 . r 


sAf 


d9 Ä ' 

so dafs schliefslich folgt 

(91) t = t^-Lt^ln{\---y 

(V \ V 
1 -\ = , 


(92) t = t^+^t 


d. i. die früher vorausgesetzte Funktion. 

In der Regel werden die Ergebnisse von (91) und (92) nur wenig 
voneinander abweichen. 

Indem wir in der Folge annehmen, dafs sich t nach dem durch 
die Gleichung (91) dargestellten Oesetze ändert, setzen wir: 

(93) ^d8 = &tQd8 und (angenähert): 
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(94) Ad9 = — 6 Af -^ (^9 = + e A^ — ^ •*) 

h h 

Um nim die durch äulflere Kräfte erzeugten a, Lds und A ei 9 zu 
ermittelny setzen wir, indem wir ^ == und mithin auch Av = an- 
nehmen, 

\ds ^do 

t» — n 

(A(29 äkds \ V 

d<f ds fr — V ' 

führen diesen Wert in die Gleichgewichtsbedingungen ein und erhalten 

die Beziehungen 

^^ _ ^rf«^ r /_A^ _ _A^\ CvdF 

E ds J V (^9 ds JJ r — v^ 


a 

äds ^do 
ds ^9 ^ds 

E 

r — V ds 


M 


_ Lds r / Ad9 iJLds \ Cv^dF 

ds J V d<f ds / j r — v 


E 
Aus diesen ergeben sich, wenn 

(95) h*—— dF=Z 


f'-- 


V 

gesetzt wird, mit Hilfe der Integral werte : 


j j jr — V J ^ ^ ^ ^ — ^ "^ ^ 


die Ausdrücke: 






A(29 
d<f 

tids 
ds 

Mr 
EZ' 

HLdS 

ds 

N 
EF 

und 

es folgt mithii 

\ 






(96) a — 

31 Mt? 
F Z r 

r 

— V 



^ds 

SR 





ds 

EF 





A(29 

31 

Mr 

nr/\ r\Ai 



dff 

EF 

EZ' 

WODol 



m — 

N 

M 

- _ « 



M 


EFr 


r 

Fügt man zu ^ds und Ad 9 die vorhin gefundenen, unmittelbar 
von t^ und A^ abhängigen Werte, so erhält man für den vorhin er- 
klärten Temperaturzustand: 


♦) Bei der Berechnung ungleichmäfsig erwärmter Bogenträger ist die 
Näherungsformel schon deshalb am Platze, weil das Gesetz, welchem t folgt, 
sich nie scharf angeben läfst. 
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(97) £ids = ~-^'^&tods, 


(98) Lä^ = —^^^^ + eU-^- 


Im Falle r = oo ist 


r — t? J ' F J 

Aa8 = -— — — \-ttQd8, Aa9 = ^ — |-6A^ 


EF ' "^ ' ^ EJ ^ h ' 

es entstehen die früher für den geraden Stab abgeleiteten Gleichnngen, 
welche auch dann noch anwendbar sind, wenn zwar r einen endlichen, 
aber, verglichen mit dem gröfsten r, sehr grofsen Wert besitzt. 

2) Beihenentwlckeluxig von Z. Setzt man 


!? . r* . r* 


= i + - + Tr + -:T + 


r — V r ' r^ r^ 


so erhält man 


Z=J+ jrfv'dF-^ jif>^äF+ ^Jv'^dF+ .... 

und für den Fall eines bezüglich der ti- Achse symmetrischen Querschnittes: 
Z=J + ^fv*dF+-^fvUF-\- 


Für das Rechteck von der Breite h und der Höhe h ergibt sich 
mit dF=hdv und «7 = 


12 


MdF=2h fvUv 


bh^ 8 Jh^ 


2 


5-2* 5 2 
p«di!'= 26 Mrft)= - ^ = --y^ u. 8. w. 


(99) 


-4+IG7)+4a)'+ia)'+-]- 

Im Falle r^=bli wird z.B. Z= 1,006 J, und es leuchtet ein, 
dafs bei der Berechnung der im Brückenbau und Hochbau vorkommenden 
Bogenträger stets Z= J gesetzt werden darf. 

Für einen Kreisquerschnitt vom Halbmesser e ergibt sich in 
ähnlicher Weise 
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,.„„,.=4'+l(7)+rl(vy+ffi^(f)'+-]- 

3) ArbeitsbedbigtizLgen. Bereohnung statisoh nicht bestiinm- 
barer Gröfsen. Für die Folge sollen nur solche auf ein festes Ko- 
ordinatensystem bezogene Verrttcknngen 5 nnd Ac der Angriffspunkte 
der änfseren Kräfte P und C in Betracht gezogen werden, welche dnrch 
Änderungen der die Gestalt der Stabachse be* 
stimmenden Werte ds und d(f bedingt sind. 
Man hat sich also entweder sämtliche änfseren 
Kräfte in Punkten der Stabachse angreifend zu 
denken (wie dies in der Regel geschieht), oder 
man mufs eine starre Verbindung ihrer Angriffs- 
punkte mit der Stabachse voraussetzen. 

Um zu einem sehr übersichtlichen Ausdrucke \\ 

für die virtuelle Formänderungs- Arbeit zu ge- \ 

langen, denken wir uns durch zwei unendlich pj^ ^^7 

nahe Querschnitte /und //(Fig. 1 87) ein platten- 

förmiges Stabstück abgegrenzt und ersetzen die Spannungen a eines jeden 
Querschnittes durch die im Querschnittsschwerpunkte angreifende Längs- 
kraft N=- jcdF und ein Kräftepaar mit dem Momente M = JavdF. 
Letzteres ist für den Querschnitt / rechts drehend. Verschiebt sich 
nun, bei relativ festliegendem Querschnitte //, der Querschnitt / im 
Sinne von iVum Ids^ so leistet iV die virtuelle Arbeit N^ds, während 
bei einer Drehung des Querschnittes um den Winkel A( — d(fi) das 
Kräftepaar die Arbeit — MA( — d<f) verrichtet, wobei das erste Minus- 
zeichen nötig ist, weil A( — d(f) die Vergröfserung des ursprünglich 
von den beiden Querschnitten gebildeten Winkels ( — ^9) vorstellt, 
mithin der Sinn der Querschnittsdrehung demjenigen des Kräftepaares 
entgegengesetzt ist. Die virtuelle Formänderungs-Arbeit ist für die 
betrachtete Platte 

dA,= N^d3-{-}A^d(f 

und für den ganzen Stab: 

A^ = |N^ds-\-|}JL^d(f, 

Die Arbeitsgleichung, welche ausdrückt, dafs die von den änfseren 
Kräften P und C geleistete virtuelle Arbeit gleich der virtuellen Porm- 
änderungs-Arbeit ist, lautet 

(101) 2P8 + 2CAc = /A"Ad5+/MA(i9; 

sie gilt für beliebige mögliche, verschwindend kleine Verschiebungen und 
möge zunächst mit der im § 12 'entwickelten Arbeitsbedingung ver- 
glichen werden. Dazu führen wir ein: 
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N = fadF und M = JcvdF, 
erhalten 

2P5 + SCAc = IJadFi^ds + väd<f) 

und setzen, indem wir die durch irgend einen, mittels des Zeigers a 

gekennzeichneten Belastungszustand sowie durch Temperaturänderungen 

hervorgerufenen Verschiebungen S«, Ac«, ä^dSa, ^d(fa einführen, nach 
den Gleichungen (86) und (87): 

(fi?'(A(f5. + rA(i9J = ^[A(«^... + At;d9] = (ir[^^- + ^-] 


r 




Wir gelangen, mit der abkürzenden Bezeichnung 


fztdv 
e = 6 + - 


ir — v)t 

zu der, irgend einem nur gedachten Belastungszustande, welcher von 
dem die Verschiebungen erzeugenden (a) durch den Zeiger h unter- 
schieden werde, entsprechenden Arbeitsgleichung: 

(102) 2PA + 2C,Ar«=/'c7,(-|- + 6'^)dF; 

diese hat die gleiche Form, wie die aus (28) und (31) auf Seite 78 und 
80 für den geraden Stab sich ergebende und als Annäherungsgleichung 
für Bögen mit grofsen Krümmungshalbmessern bislang benutzte Beziehung 

(103) 2PA + 2aAc„=L(-|- + e^)dF, 

und es geht tatsächlich (102) in (103) über, sobald r= oo also e' = e 
gesetzt wird, womit dann gleichzeitig o den durch die Gleichung (40) 
gegebenen Wert annimmt.*) 

Aus der übereinstimmenden Form der Gleichung (102) und (103) 
folgt überdies, dafs die früher für den Fall eines beliebig veränderlichen zt 


*) Man gelangt auch zur Gleichung (102) durch die Erwägung, dafs die Kräfte 
8 = odF (Fig. 66) eine in die Halbierungslinie des Wintels ( — d(^) fallende 

ds 

Mittelkraft jS^ — '—besitzen, dafs sie also die vii-tuelle Formänderungsarbeit 
r — V 

\ r — V / \ dsv f — tv 

verrichten. 
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und für beliebige a gegebenen Ableitungen, namentlich die zu dem 
Mazwellschen Satze führenden Oleiehnngen (73), (74), sowie die Glei- 
chungen (80), (84), (85) auch unter den in diesem Paragraphen ge- 
machten Voraussetzungen gültig sind. 

Die weiteren Entwicklungen knüpfen wir an die Gleichung (101); 
die Anwendung derselben auf die Belastungszustände X'= 1^ X" — 1, 

führt, wenn diesen Zuständen bezw. die Längskräfte N^N", .... 

und Biegungsmomente M', M'\ .... entsprechen, zu den die Be- 
rechnung der statisch nicht bestimmbaren Gröfsen X ermöglichenden 
Beziehungen: 

r = /Ä(^siV"+/A(f9M' 

(104) { L" = jäd8N"+ / Äd9M'' 


wobei L\ L'\ die von den Auf lagerkräften bei Eintreten jener 

Belastungszustände geleisteten virtuellen Arbeiten bedeuten. 

Die Gleichungen (104) lassen sich auch durch die Bedingung 

?M 




cX 


ersetzen, unter X irgend eine statisch nicht bestimmbare Grölse und 
unter L die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte für den Zustand X= 1 
verstanden. 

Drückt man ^ds und A(^9 mittels der eine ungleiohmäfsige Er- 
wärmung berücksichtigenden , hingegen an die Voraussetzung — =0 

fn 

gebundenen Gleichungen (97) und (98) aus, so gehen die Beziehungen 
(104) über in 

(106) 


-"=/^^ +j^^ +h >>'■'• +/• " «"^' 


wobei 


SR = N— — , 5R' = N' = —, m" = X" — *^ 


r r r ' 

ist, und Gleichung (105) lautet: 

sie läfst sich, mit der Bezeichnung 
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(108) Ai 
anch schreiben: 


/ 


lEF 


-f 


Pds 
EZ 


V' 


'ds + je 


Uds 


(109) L = 


dA, 
dX ' 


und im Falle L = 0: 

Ai = minimum, 
wobei Ai bei angenommenen Lasten und Temperaturänderungen als Funk- 
tion der zunächst unabhängig veränderlich gedachten X aufzufassen ist. 

Beispiel. Ein Bogenträger mit Kämpfergelenken, dessen Mittel- 
linie AB ein Kreisbogen ist, wird in der Mitte durch eine senkrechte 

Kraft P belastet. Es soll der 
^ Horizontalschub X mit Hilfe der 

Gleichung (107) unter der Vor- 
aussetzung bestimmt werden, 
dafs l in / -f~ ^^ übergeht und 
der Bogen gleichmäfsig um t 
erwärmt wird. 

Für den Bogenquerschnitt 
bei X '<C^l ist (wenn 9^ den 
Wert von 9 bei a: = bedeutet) 



'^:^//^. 


Flg. 188. 


N= — 


sin 9 — X cos 9 , 


P Pr 

M = -r~ a; — Xy = — — (sin 90 — sin 9) — Xr (cos 9 — cos 9^), 


2 

dN 


r 


sin 9o — X cos 9© , 


?M 


?5R 


dX 


— C0S9, - - = — r (cos 9 — cos 9o), -^-y 


= — cos 9o 


während die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte für den Fall-X'=l: 

wird. Mit ds = — rd(f, to=t und Ai = folgt deshalb bei kon- 

stantem E^ F und Z, wenn ] ^^q -;r-=r d8 = — etl gesetzt wird: 

ö X 

(P \ r ° 

Y sin 90+-^^ cos 90 J cos 9o-^ 2/^9 


+ 


Pr^ 
2^Z 


2 / (sin 9o — sin 9) (cos 9 — cos 9©) «^9 


Vo 
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= (2^ sin 9o + -Y cos 9o) cos 9« -^ 2 90 

— -^ \Y ^^"^ '^o — 9o sin 9o cos 9« + cos 9o — 1 j 

+ -^^ (2 9o cos» 9o + 9o — 3 sin 9o cos 90), 
and hieraus ergibt sich 

p[|8in»9o+cos9o-l-9oCOS9osiii9o(l+-^)J+-^(e«Z-ÄO 


X= 


9o — 3 sin 9o cos 9o + 2 9o cos« 90 \}+-^) 


4) Verschiebungen und Drehungen. Die Verschiebung 5 des 
Angriffspunktes einer Last P (die auch = sein kann) im Sinne von 
P ist 

(111) h=lädsN + f^d(pU — L, 

wobei N = Längskraft, 

M = Biegungsmoment, 

L = virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte 
für den Fall, dafs P= 1 wird und sämtliche statisch nicht bestimm- 
baren Grölsen X verschwinden, während ^ds und ^d(p demjenigen 
Belastungszustande entspre6hen müssen, welcher die Verschiebung h 
hervorbringt. Man darf auch setzen 

Die Einführung der für ^ds und ^d(f durch die Gleichungen (97) 
und (98) gegebenen Werte liefert die den Gleichungen (54) und (55) 
gegenüber zu stellenden Beziehungen 

(113) i^=j-^-^-+j-^-^+j,t,Nds+j. — ms-L, 

^'''^ '-=J-efjp:''+j^jp:''+J''<^jp:'' 


'J^~h"dp: 


+ I ^-r- -o^ ds — 2 — - Ac, 


— — M 
wobei 3? = iV^ — 
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ist. In derselben Weise ergibt sich für die Änderung A9 des Neigungs- 
winkels 9 irgend einer an die Stabachse gelegten Tangente die Gleichung 

(115) ^^=]-^-+]-^^+]et,Nds+J-^yLds-L^ 

in welcher N und M bezw. die Lftngskraft und das Biegungsmoment 
für den Fall bedeuten, dafs an der als starre, mit dem betrachteten 
Stabe fest verbundene Linie aufzufassenden Tangente und im Sinne der 
gesuchten Drehung ein Kräftepaar angreift, dessen Moment gleich „Blins" 
ist, während die Gröfsen X verschwinden. L stellt die virtuelle Arbeit 
der Auflagerkräfte für diesen Belastungszustand dar. An Stelle von 
Gleichung (115) darf auch gesetzt werden: 

(116) ^<f=J-^-^äs+J---^-^äs+]a,^ds 


+/ 




wenn 2St das beliebig grolse Moment eines an der Tangente angreifenden 
Eräftepaares vorstellt. Yergl. Seite 84. 


Beispiel. Es soll die Verlängerung ^l der Sehne AB = 1 eines 
ungleichmäTsig erwärmten krummen Stabes ohne Zwischengelenke be- 
stimmt werden. Fig. 154. 

Man erhält 

(117) ^l=]--j^+]-^^--'\^]^t,Xds+]e — lAdj, 

wobei N und M der wirklichen Belastung entsprechen, während N und 

M bezw. die Längskraft und das Biegungsmoment bedeuten, welche 
für irgend einen Querschnitt des Bogens durch zwei in die Gerade AB 
fallende, im Sinne der gesuchten Verschiebung AZ wirkende Kräfte „Eins*^ 
hervorgebracht werden. 

Es ist W = 1 • cos 9, M = 1 • y und 

7^ ZT ^1 y 

3l=^N =co8 9 —, 

r r 

mithin ergibt sich, bei konstantem e, t^. A^: 

<■'») "=/(-'-") (-»-f)|^+i^'+«.'=/'^'x'- 

Beispielsweise ist für einen Halbkreisbogen, welcher die in 

Fig. 177 dargestellte Belastung durch zwei Kräfte Q erfährt: 

M 
AT = 9 cos 9, M = Qy^ ?/ = r cos 9, N = 
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und, wegen ds = — rd^, bei konstantem E, Z^ h: 


-i.i 


-i;r 


M = — -^ / cos* 9^9 + Uol — / cos 9^9 


7t 
47t 


+ 471 


^^ /cos« 9^9 H ^— /co8 9d9j + 6/o2r, 


^^^^) ^^=-|iF+'"^ 


Oo+A.f). 



Flg. 189. 

5) Die Biegungslinie. Setzt man in die im § 17 für die Biegnngs- 
linie eines einfach gekrümmten Stabes entwickelte Gleichnng: 


d*h _ Äd(p 


+ 


dx^ dx ' dx 

die durch die Gleichungen (97) und (98) für A(29 und Lds gegebenen 
Werte ein, so erhält man (mit dx = (£« cos 9 = — rd(f cos 9): 

= 1 1 1 Isec9-1- 


(120) 


= ^+ 


X^' 


dx^ \EZ ' Ä EFr/"^^^ ' (ia; 

und es lassen sich jetzt, ebenso wie im § 17, die Verschiebungen 5 
mittels eines Seilpolygons darstellen, dessen Belastnngsordinate 


ist. Sind Zwischengelenke vorhanden, so ist nach Seite 165 zu verfahren. 
Für manche Fälle ist es vorteilhaft, Gleichung (120) umzuformen in 


<-) -0=(^+^) 


äx ' i;/'. 




\EF ) 


-\- \EF 


dx 


d\j . d^y 


dx 


da: 
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hierbei ist t^ für sämtliche Punkte der Stabachse gleich grofs ange- 
nommen. 

Beispiel 1. Gesucht ist die Biegongslinie eines Halbkreisbogens, 

welcher nach Fig. 189 durch zwei Kräfte Q belastet wird. Es sei t = 0. 

Für den Stabquerschnitt bei x ist 

M 
N=Q cos 9, M = ßr cos 9, 3t = N = , 


mithin 




Qr 
~EZ 


Nach § 17 stimmt die gesuchte Biegungslinie mit der Momenten- 
kurve eines einfiushen Balkens ttberein, dessen Längeneinheit die kon- 
stante Belastung 

Qr 

EZ 
trägt, und es ist mithin die Biegungslinie eine Parabel, deren Pfeil 

(123) tt = -^— = -^-— 
^ ^ 2 2EZ 




ist, und deren Gleichung 
(124) 5=- 


ux(2f x) Qrx{2r — x) 


r* 2EZ 

lautet. 

Beispiel 2. Gesucht sei für einen Bogenträger mit halbkreisförmiger 
Mittellinie der durch eine Einzeliast P, eine gleichmäfäige Erwärmung 
um t und eine Vergrölserung der Stützweite l um AZ erzeugte Ho- 
rizontalschub X Der Querschnitt sei konstant, und an den Kämpfern 

mögen Gelenke liegen. Fig. 190. 

HC / >i Nachdem fOr den in Fig. 189 

k"yjr--"4* 6- ►! dargestellten Belastungsfall (mit ö= 1) 

die Biegungslinie ÄS' B' und die Ver- 



iPsL längerung 
Tür* 


$ = -; 


[nach Gleichung (119)] 


2EZ 

der Sehne AB ermittelt worden sind, 
"^ wird, genau wie auf Seite 186, mit 
Hilfe des Maxwellschen Satzes 
der Wert gefolgert: 

Ph + ttl — A/ 


A' = 


5 


wobei h die unter der Last P gemessene Ordinate der Linie ÄS'B' 
bedeutet 
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Wegen 


ergibt sich 


^^r a(2r a )_ ^^^^ Gleichung (124)] 


Pa(2r — a) , 2EZ ^^ 


Bei ungleichmälsiger Erwärmung tritt nach Gleichung (119) an 
die Stelle von 2ztr der Wert 2erUo+A^Y)' 

t v 

Ist beispielsweise r = 12Ä und At = -^, so folgt ^^ -[- A< -- = 4to, und der 

4 h 

durch die ungleichmäfsige Erwärmung erzeugte Horizontalschub eigibt sich viermal 

so grofs wie der im Falle t^^Konst. entstehende. Man ersieht hieraus, welch 

grolsen Einflufs eine ungleichmäfsige Erwäimung oder Abkühlung haben kann. 

6) BerückBiohtigung der Änderung der Querschnittsab- 
meBSiingen bei Berechnung der a, ^ds und ^d^. Die Differen- 
tiation der aus Gleichung (86) folgenden Beziehung 
a , ^ ^ds äkdo 

liefert, wenn zunächst der Zustand ^ = vorausgesetzt wird, 

da r — V c ld(f Arfr 

dv E E d(f dv ^ 

worein zu setzen 

^dv G 

dv mE 

♦w I 1 

Es entsteht mit der Abkürzung — — — = (i: 

tn 

da ö , Ad© E 

dv r — V d(f r — -v 

und hieraus durch Integration*) 

C , 1 Ady 

d^ 

wobei C die Integrationskonstante bedeutet. Für v = soll sein : 

a äds 


^ I '- "^Y jp 


-_ = — ; — , und es folgt daher 
A ds 


*) Einer Differentialgleichung --^^ yF{x) -^ Fi (x) = entspricht das 

dx 

Integral: 
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ds rf^ ^ [k d(f 


C=E (-^P- Ap\ rf* und schliefslich 

\ ds iL do y 




E ' "^Z f;\i" ' 


O-t) 


wobei 


m ^do ^ ^ ^ds 
0L = :—- , ^ und p=-3 a. 


Die beiden Gleichgewichtsbedingnngen 

N = jcdF und U^jcvdF 
gehen über in 

iV^ ^ , ^ r dF M ^ n vdF 

= P 


r dF 


^ ' '^ 1 / v\f'' E 



und liefern, mit den Bezeichnungen: 


-/(TZTy' '*"/rr-Tr-^'"i^ 


die Werte 

^ ~ EK^ r ' ^~ EF EFr K^ ' 
weshalb sich ftir die Spannung a der Ausdruck ergibt 

(125) cy = — --f- / 1 


F ' rÄ 


■ Vö - :-)"' 


derselbe bleibt bei Eintreten einer ungleichmäfsigen Erwärmung un- 

geftndert, sobald t dem durch die Gleichung (91) gegebenen Gesetze folgt. 

A(^(Z> tn -4- 1 ^ds 

Bestimmt man noch — —-^ = a und - - — = a + ß und 

d(f m ds 

fügt zu diesen Werten die für jene ungleichmälsige Erwärmung auf 

^ ^ds Ado 

Seite 212 und 213 nachgewiesenen Beiträge — - — = s^o ^^^ 


ds d(f 


T 

= — sA^— - , 80 gelangt man zu 
h 
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(126) < 


äkds 
da 


N 


M K^—F 


EF EFr 


+ 6ie 


2 


^9 m \EF EFr if, / h 

Für ein Rechteck von der Breite h und der Höhe h ergibt sich 
beispielsweise, wegen dF=hdv\ 

f f 

K^ = F -— o^; K^ = F-— (Oj — o,), wobei 
h h 


Ol 


m 




2r J 


».= »-^[|/('+^)--l/('-Tr)-']- 

Ist r = 5Ä und m = 3, so erhält man Wi == 0,201 042, w, = 0,200148, 
J^= 5a>i = 1,005210, rk, = 25 FÄ (Wi — w^) = 0,022 35 &Ä«, 


^ bh "^ 0,022856Ä« 


und für v = -\-^h bezw. r = — ^ä: 


!/(■ - t)'' 


— 1,005240 




"^=^-^'"nJr 


Die Anwendung der Gleichung (96) hätte mit Z=1,006J geliefert: 
a,=_ + 6,427-^,a,=--5,623^ 

und die für den geraden Stab abgeleitete Gleichung (40): 

N , ^ U N ^ M 


Mfiller-Breslaa, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 


15 
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Abschnitt III. 



§ 22. 

Drehungsfestigkeit. 

1) Spannuiigen. Wird ein gerader Stab durch Kräftepaare be- 
anspracht, deren Ebenen die Stabachse rechtwinklig schneiden, so besitzen 
nur die in den Querschnitten hervorgerufenen und in der Folge mit t 

bezeichneten Schubspannungen einen wesent- 
lichen Einfluijs auf die Formänderung. Auf 
jeden Querschnitt wirkt ein Moment M^, welches 
das Drehungs- oder Torsions-Moment 
genannt wird und gleich der algebraischen 
Summe der Momente der zwischen jenem 
Querschnitte und dem Stabende angreifenden 
^' Krftftepaare ist. 

Ist der Qnersohnitt ein Kreis vom Radius e, auf welchen Fall 
die folgenden Untersuchungen beschränkt bleiben mögen, so ist die in 
irgend einem Punkte C (Fig. 191) auftretende Schubspannung r recht- 
winklig zu der von C nach dem Ereismittelpunkte S gezogenen Ge- 
raden, deren Länge SC = q sei, und es verhall sich, wenn T| den 
Wert von t für p =^ e bedeutet. 

Das Gleichgewicht zwischen den inneren und äufseren Kräften 
verlangt: 

wobei das Integral über den ganzen Querschnitt auszudehnen ist, und 
es ergibt sich, wenn 

(127) fg*dF=J, 
gesetzt wird, 

(128) Tj =-y- und T=: -^'^ • 

Jp Jp 
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da 





Fig. 192. 


2) DrehnngswinkeL Der von irgend einem auf der Stabachse 
angenommenen Ausgangspunkte Ä um 8 entfernte Querschnitt D wird 
sich gegen den bei 8 -\- ds gelegenen Quer- 
schnitt Dl um einen Winkel <^^ drehen, und 
hierbei wird sich der Angriffspunkt C der 
Schubspannung r gegen den gleich gelegenen 
Punkt Ci <les Querschnittes D^ um pc^^ ver- 
schieben. Ist C' die neue Lage von C und 
setzt man 

so folgt C'C ='^d8j und es ist mithin gd'i^ = yd8^ woraus sich 

dj = Y 

? 

ergibt. Man nennt y die Gleitung im Punkte C; sie ist der Spannung t 
proportional und durch 

(129) Y = ^ 

gegeben, wobei G den Gleitmodul (Schub- Elastizitätsmodul) bedeutet. 
Der Ausdruck für d'^ geht nun über in 

<■»»' ^*=^=^. 

und die Drehung des Querschnittes D gegen einen um s von ihm ent- 
fernten Querschnitt wird 


(131) 5^ = 


=/ 


Mids 
GJ. 


•*) 


Zwischen den beiden Elastizitätsmoduln J^ünd (r besteht die Beziehung 

^ 2{m + 1) 

wenn — den Koeffizienten der Querdehnung bedeutet. Für Metalle ist 
m 

»1 = 3 bis 4. 

3) Die ArbeitBgleiohung. Da man alle in einem Querschnitte 
wirksamen Schubkräfte zu einem Kräftepaare vereinigen kann, dessen 
Moment den absoluten Wert M^ hat, so ist die virtuelle Arbeit dieser 
Schubkräfte bei einer Drehung des Querschnittes um einen beliebigen 
Winkel d^ (wenn der um ds entfernte Nachbar querschnitt relativ 
fest liegt: 

*) Ist der Stabquerschiiitt kein Kreis, so tritt nach Saint- Ven an t (Comptes 

rendus 1879, Band 88, Seite 144) an die Stelle von Jp der Wert ^ , wobei, 

genügend genau, x = 40 gesetzt werden darf. 


x«7, 


9 


15* 


— 228 — 

dÄ, = M^d^, 
und es ergibt sich die virtuelle Formänderangs- Arbeit des ganzen Stabes 

Die Arbeitsgleichung lautet mit den auf Seite 22 erklärten Be- 
zeichnungen P, C, &, Ac: 

(183) SP5 + 2CAc = /M^d[^; 
sie gilt im Falle des Oleichgewichtes zwischen den äuÜBeren und inneren 
Kräften für beliebige, verschwindend kleine, zusammengehörige Form- 
änderungen und kann in derselben Weise wie die entsprechenden Arbeits- 
gleichungen der Abschnitte I. und II. benutzt werden, um statisch nicht 
bestimmbare Oröüsen X und Verschiebungen h zu ermitteln. Die teil- 
weise Differentiation von Oleichung (188) nach einer Orölse X oder 
einer Last P fuhrt zu den Beziehungen 

(135) K=j^ä^-^^'^^=j^^^ä.-:^^i.c, 

wobei die Lasten P und die Gröfsen X als unabhängige Yeränderlicbe 
au&ufassen sind. L bedeutet, wie frtlher, die virtuelle Arbeit der Auf- 
lagerkräfte für den Zustand Z= 1. 

4) ZnsammensetBTing von Drehunga- und Biegnngs-Festigkeit. 

Die Gleichungen (184) und (185) eignen sich besonders für die Be- 
urteilung des Einflusses der Drehungsmomente in Fällen gleichzeitiger 
Beanspruchung auf Drehungs- und Biegnngs-Festigkeit, namentlich für 
die Untersuchung von Stäben kreisförmigen Querschnitts, die bei beliebiger 
Gestalt der Mittellinie durch irgendwelche Kräfte belastet werden. 

Ist die Mittellinie des Stabes eine Kurve doppelter Krümmung, so 
beziehe man den Querschnitt auf rechtwinklige Koordinatenachsen (u, v) 
und lasse die t^Achse mit dem Krtlmmungsradius (d. h. also mit der 
Hauptnormale) zusammenfallen; die u-Achse steht dann senkrecht zur 
Schmiegungsebene und deckt sich mit der Binormale. Nun denke man 
den Stab durch den fraglichen Querschnitt in zwei Teile zerlegt, ersetze 
die Mittelkraft R der auf den einen der beiden Teile wirkenden äuiseFen 
Kräfte durch die aufeinander senkrechten Seitenkräfte: 

N (Längskraft) senkrecht zur Querschnittsebene, 

Qu (Querkraft) parallel der tt-Achse, 

^* T, » T) t?-Achse 

und bestimme die von der Kraft R ausgeübten Momente: 

Mj, in Bezug auf eine zum Querschnitte senkrechte Achse, 

M«, „ „ „ die M-Achse, 

M», „ „ „ „ t?-Achse. 
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Infolge von N and M« entsteht nach § 21. Gleichung (96) in 
irgend einem Qaerschnittspankte («, v) die Spannung 

wobei 

-4'+'(7)'+-i-i(7)'+M-^(fr+....]. 

t7 = — — , i?'=ice% e = Halbmesser des Ereisqnerschnittes, 
4 

r = Krümmungshalbmesser der Mittellinie, 

während die durch das Moment M„ erzeugte Spannung c mittels der 
für den geraden Stab entwickelten Formel 

M.« 

zu berechnen ist, da die Schmiegungsebene drei aufeinander folgende 
Punkte der Mittellinie enthält. 

Zu der gesamten Längsspannung 

tritt noch eine Schubspannung, welche mit der hier als zulässig an- 
genommenen Vernachlässigung der von Q^ und Q, abhängigen Beiträge 
gleich 

(137) ._-^_--_ 
isty und es ergibt sich hiermit die Inanspruchnahme an der Stelle (uv): 

(188) ifc = ^^la+— o"t-^V^^ + 4T*. 

2m ' 2»! "^ ' 

Hinsichtlich der Vorzeichen der von den äuTseren Kräften abhängigen 
Werte gilt folgendes: 

Das Moment M« ist positiv, sobald es den Krümmungshalb- 
messer r der Stab-Mittellinie zu yergrölsern sucht; der Krüm- 
mungsmittelpunkt muTs hierbei auf dem positiven Teile der 
o- Achse liegen, vergl. § 21. 

Das Moment M, ist positiv, sobald es bestrebt ist, auf der 
Seite der positiven u-Achse Zugspannungen hervorzubringen. 

Die Längskraft N ist positiv, sobald sie den Stab an der 
betrachteten Stelle zu zerreifsen trachtet. 
Das Vorzeichen von M«, ist gleichgültig, da in k die Schubspannung r 
nur im Quadrat vorkommt. 
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Statisch nicht bestimmbare Grölsen X lassen sich (für den in der 
Folge vorausgesetzten Znstand ^ = 0) mit Hilfe der aus (53), (107) 
und (134) sich ergebenden Arbeitsbedingnng 


(139) L 


=/ 


Sß ?SR 


EF ZX 


da 


+/■ 


M. ?M« 


EZ dX 


r ds 


4 


~EJ dX 


da 


GJ, dX 


ds 


ermitteln, und zur Berechnung von Verschiebangen 5 kann die Gleichung 


(140) S 


= f— 
""i EF 


S« ?5R 


EF dP^ 


+i EZ dP^^^'^J EJ cP^ ^' 
^J G^ 


GJ„ dP^ 


2 — --Ac 
dP„. 


benutzt werden. 


Aufgabe 1. Ein Bing von konstantem Querschnitte und kreisförmiger 
Mittellinie (Fig. 193) wird bei A durchgeschnitten und unmittelbar zu 

beiden Seiten der Schnitt- 
stelle von zwei entgegen- 
gesetzt gleichen, zur Stab- 
ebene rechtwinkligen Kräf- 
ten P ergriffen.- Es soll 
angegeben werden, um wie- 
viel sich der Bing, dessen 
Querschnitt ein Kreis vom 
Halbmesser e ist, bei A 
öffnet, und wie grofs seine 
Beanspruchung ist. 

Bedeuten y und x die 
von A auf eine beliebige 
Tangente und den durch ihren Berührungspunkt gehenden Halbmesser 
gefällten Lote, so entsteht in Bezug auf die in die Stabebene fallende 
9- Achse jenes Querschnittes das Biegungsmoment 

U^=Px. 
Das Drehungsmoment ist 

M^ = Py 
und die gesuchte öfinungsweite: 



Fig. 193. 


;r 


r M 


?M. 


EJ cP 


ds-\r2 




M,, ?M, 


GJ,. dP 


ds. 


Mit Rücksicht auf 
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?M, ?Mj ^ EJ m+\ 


^P ' ^P •" 6^Jp m 


folgt: 


TT 





7C«* 


nnd beispielsweise für m = 3 , mit J = 

20 Pr» 

Die Inanspruchnahme des Ringes ist nach (138) mit m=3: 

worein zn setzen: 

^, e 4 Pr sin 9 ^ M^e 4 Pr (1 — cos qp) 


Es folgt k = -^^ (sin 9 + 2 Vsin^ 9 + (1 — cos 9)*) 

4Pr /. , . . 9^ 

Dieser Wert wird am gröfsten für 9= 137°4' und zwar ergibt 
sich hiermit 

Ä:^«,= 1,869 ^g"*-.*) 

Aufgabe 2. Ein Stab ASA (Fig. 194) mit halbkreisförmiger, in 
einer wagerechten Ebene gedachten Mittellinie und konstantem Quer- 
schnitte ist an beiden Enden fest eingespannt und mit einer Kraft 2P 
belastet, welche in der zur Stabebene senkrechten Symmetrieebene liegt, 
mit der Stabebene den Winkel a einschliefst und auf der im Halbierungs- 
punkte S des Kreisbogens zur Stabebene errichteten Senkrechten die 
Strecke SB = c abschneidet. Es soll die Inanspruchnahme des Stabes, 
dessen Querschnitt ein Kreis vom Radius e ist, ermittelt werden. 

Wir denken den Stab bei S aufgeschnitten, nehmen an jeder Stab- 
hälfte die Kraft P an und ersetzen die in der Schnittfläche bei S wirkenden 


♦) Vergl. Grashof, Theorie der Elektrizität und Festigkeit. Berlin 1878, 
Seite 296. 
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inneren Kräfte durch ihre Mittelkraft H. Wegen der Symmetrie des 
Belastnngsznstandes ist H parallel der in iS an die Stabachse gelegten 




Fig. 195. 


Flg. IM. 

Tangente TT\ sie habe von der Stabebene den Abstand 6, während 
die Entfernung ihrer Projektion auf die Stabebene vom Punkte S gleich a 

sein möge, und es werde gesetzt 

Nach Zerlegung von P in P' = P cos a 
und P"=Psina ergibt sich ftlr einen be- 
liebigen Querschnitt D (vergl. Fig. 195, in 
welcher die auf eine Stabhälfte wirkenden 
Kräfte auf die Stabebene projiziert sind): 

die Längskraft iV= ffcos 9 -|- -P' ^^ 9> 
das um die zur Stabebene senkrechte 
tt-Achse drehende Biegungsmoment 
M, = P'r sin <p — H{r -{• a — r cos 9) 
= P'r sin 9 — Er (1 — cos 9) — Mj, 
das um die in die Stabebene fallende f^- Achse drehende Biegungs- 
moment (nach Zerlegung von H in ^cos9 und ^sin9) 
M, = — P'V sin 9 — P' sin 9 • c — IT cos 9 • h 
= — (P'V + P'c) sin 9 — Mj cos 9 
und das um die in D an die Stabachse gelegte Tangente T^ T^ 
drehende Torsionsmoment 

Mrf = P'V (1 — cos 9) — P'c cos 9 -f- Mj sin 9. 
Sind nun H, M|, Mj bekannt, so vermag man fdr jeden Punkt 
u, V des Querschnittes die Spannungen fS und t, sowie die Inanspruchnahme 
h mit Hilfe der Gleichungen (186) bis (188) anzugeben, worauf der stets 
einem ümfangspunkte entsprechende Wert k,,^ berechnet werden kann. 
Die statisch nicht bestimmbaren Grölsen IT, M^, M, lassen sich 
mittels der Bedingung 
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1 L ^31 ^ , 1 /;, 8M. ^ , 1 r 8M. ^ 


S 


+^/«-^-. 


in welcher 91 = ^" = ^ -1 ^ ist, berechnen ; man hat nur 

r r 

nötig, fdr X der Reihe nach JET, M^ and M, zu setzen, um drei 

Gleichungen mit drei Unbekannten zu erhalten. 

Zunächst sollen die in jenen drei Gleichungen vorkommenden, 

zwischen den Grenzen und ^tc zu nehmenden Integrale gesondert 

berechnet werden. Es ist, mit d8 = rd^: 



»M, r J ?Mi \ • r / 2 ' 

1 * 


= — r (1 — cos 9), 


|7I ^5 


/M,^^ ds = — hP'r sin 9 — -ffr (1 — cos 9) — M J r* (1 — cos 9) ^9 

J V H J 




|7i |;i 


- = — 1, fM.|^ds=— |[PVsin9— Hr(l — C089)— MJr(^ 

\2 / r 2 




-=— COS9, /M,— r^d[5=+ /[(P'c-j-i*'V) sin9 -j- Mj cos 9] r 0039^9 
"• "^ 




=8in9,/Md - -d«=/[P'V(l— C0S9)— P'ccos9 + M,sin9]rsin9d[9 
"^ '^ 

= ^(p'V-i>'c+M,|), 
und es lautet daher die obige Arbeitsgleichung 
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für X = U: 


EF\ ~ r f 2 EZ 


für X=1Ä^: 


für -3r=M2: 


r 
2EJ 


[p-c + P'V + M, 1) + ^ (P'V - PC + M. I) =0. 


Setzt man zur Abkürzung 




l+^r:2-=^ 


und beachtet, dafs = ist, so ergeben sich aus den drei 

Bedingungen die Werte: 


m 


H= 2Pcosa- 


X7C 


Ml = 2Pr cos a 


(x + 1) 7C — 6 


XK 


M,= 


Pe cos OL 


Pr sina 


TZ 2m+ 1 
Die gestellte Aufgabe ist hiermit gelöst. 

Ist die Last 2 P parallel zur Stabebene, d. h. ist a = 0, so er- 
gibt sich 

8* 


^=^^^^>>-'^' = ^^- ^-»-° '^'-¥-2. + i 


X7C* »' * XTC* 8 

H und Mj sind unabhängig von c; beide Werte hätten mit Hilfe 
der im § 21 für den einfach gekrümmten Stab gegebenen Gesetze ent- 
wickelt werden können. 

Ist die Last 2P senkrecht zur Stabebene (a = 90), so ergibt sich 

2Pr 
H=0, Mi = 0, Mg = 

Für eine beliebige, jedoch in Bezug auf den Halbieningspunkt S des Bogens 
ÄSA symmetrische Belastung erhält man 

yi = F{F) + H+ -^ ; M« = Fl (P) — -ffr (1 — cos 9) — Mi ; 

r 

M. = P,(P) — Mj COS9; Md = P8(P) + M,sin9, 

wobei P(P), Pi(P), F%(P)t PgCP) gegebene Funktionen der Lasten sind. Die 

nach ff, Mj und M« gebildeten teilweisen Differentialquotienten der Gröfsen 

% M«, M„ Md behalten die oben angegebenen "Werte, und es ergeben sich daher, 

wenn der Reihe nach X=H, X = Mi, X=M, gesetzt wird, die Bedingungen : 

r 9i C M« , 
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(II) 




(III) = 


= -^j- cos 9f/9 — /-^^ sin 9^9, 


in denen alle Integrale zwischen den Grenzen und Jtt zu nehmen sind. 

Für den Fall, dafs alle Lasten, die teils senkrecht zur Stabebene, teils in 
dieser Ebene wirken mögen, in Punkten der Stabachse angreifen und der Quer- 
schnitt des Stabes, desgl. E und G konstant sind, läfst sich Gleichung III noch 
wie folgt vereinfachen. 

An einem Stabstücke ds wirken, um die Tangente Tj Ti drehend, die 
Momente M«(29 (gewonnen durch Zusammensetzung der auf die Endquerschnitte 
des Stabstückes wirkenden Momente M, und M» + dM,) und dMa (Unterschied 
zwischen den auf jene Endque schnitte wirkenden Dreliungsmomenten), und es 
erfordert das Gleichgewicht das Bestehen der Beziehung: 

M,d9 + <7Md = 0. 

Verbindet man diese Gleichung mit der durch teilweise Integration ge- 
folgerten : 

/Mj sin 9(f9 = — JMd cos 9 -|- /cos 9rfMti 
00 

und beachtet, dafs 9 = und 9 = ^71: bezw. liefern: Md = (wegen der Sym- 
metrie des Belastungszustandes) und cos 9 = 0, so erhält man 

*7 IT 

/Md sin 9^9 = — /Mp 0039^9, 


und es geht deshalb (bei konstantem E, J, (?, Jp) Gleichung (IH) über in 

(Illa) jM, cos 9^9 = 0; 

u 

sie gilt für Stäbe mit beliebig geformtem, jedoch in Bezug auf die r- Achse 
sjTnnietrischem und konstantem Querschnitte. 


§ 24. 

Gesetze fQr belie1)ige isotrope, feste Körper. 

1) Arbeitsbedingungen. Im Inneren eines festen Körpers, dessen 
änfsere nnd innere Kräfte miteinander im Gleichgewichte sein mögen, 
sei ein Parallelepipednm abgegrenzt, dessen Kanten den Achsen eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems parallel sind nnd die anfänglichen 
Längen dx^ dy, dz haben. 

Die Spannung in der zur x- Achse senkrechten, den Punkt (x, //, z) 
enthaltenden Seitenfläche dydz sei in die Seitenspannungen 
a,, parallel der o;- Achse und positiv, wenn im Sinne von ( — x) wirkend, 
"^xy» »» »1 ^"Acnse ,) ,, ,, ,1 ,, ,, \ y) ,, * 

'^jr* » >> ♦» -iJ'Acnse ,, ,} «f ,, ,, ,t i^ Z) ,, , 
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zerlegt, und in gleicher Weise mögen die Spannungen in den dem 
Punkte anliegenden Seitenflächen dedx und dxdy durch ihre Seiten- 
spannungen 


öy» ^ 


jf«> »y«» 


^x J ^«* » 


•*y 



♦X 


Fig. 196. 

gegeben werden. Die a sind Zug- oder Druckspannungen, die r Schub- 
spannungen. 

Wird die Momentensumme aller auf das Parallelepipedum dxdy dz 
wirkenden Kräfte in Bezug auf die der ^- Achse parallele Schwerachse 

des Körperteilchens gleich Null 
gesetzt und hierbei davon abge- 
Y sehen, daÜB sich die Spannungen 
in gegenüberliegenden Seiten- 
flächen um Differentiale unter- 
scheiden, weil die Berücksichtigung 
dieser Unterschiede zu unendlich 
kleinen Gröfsen der vierten Ord- 
nung führen würde, welche gegen 
die der dritten Ordnung verschwin- 
^^' ^^^' den, so erhält man (mit Hinweis 

auf Fig. 197, in der die Projektion des Parallelepipedums auf die 
(2;x)- Ebene dargestellt ist) die Gleichung: 

{r„dxdy) yz = (x„dydz) dx, 
und hieraus und aus ähnlichen Momentengleichungen für die der a;*Achse 
und 2; -Achse parallelen Schwerachsen des Körperteilchens folgt 




; 

f t] 

li 



^ 

X 



4£m 




txXxOy 





i 

W5^ 

> 

' 

F 



"•» ^au9 ^«y ^ygy ^xp ^3 


•yx» 


weshalb die kürzere Bezeichnung eingeführt werden soll: 


"•af ^^ "y« '•*y> 


• » """" W «ac • j-ff t <• » — ^ W «.u — ^ 4f , 


•*X 


■xs» 


«y 


•yx» 
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wobei zu merken ist, dsSs 

T,J_(fa;, TyJ_(iy, x,J^da. 
Ändern sich die anfänglichen Längen dx, dy^ dz um Strecken 
^dxy ^dy, \dzj so leisten die von den Spannungen a herrührenden 
Kräfte c^^dydzy c^dzdx^ a^dxdy die virtuelle Arbeit 

dA^ ^ Cgdydz^dx -}- c^dzdx^dy -f- a^dxdy^dz 

(^dx , ^dy . ^dz \ , ^ , 

und hierfür kann, wenn die in der Folge Dehnungen genannten Ver- 
längenmgs-Verhältnisse mit 

Ada? l^dy ^dz 


dx dy dz 

bezeichnet werden und der Inhalt des Körperteilchens dxdydz = dV 
gesetzt wird, geschrieben werden 

dA, = (a,e, + a^e^ + 0,6.) d V. 
Gleichzeitig mit den Dehnungen entstehen Winkeländerungen, und 
es sei, mit Bezugnahme auf Fig. 192: 

Y« die Änderung des Winkels YOZ, 

\p f» »♦ »» >» iöC/A, 

Y» >* >» »> f» A.U X , 

Man nennt Y«» Yy) Y« ^^^ Gleitungen im Punkte xyz', sie seien 
positiv oder negativ, je nachdem sie Verkleinerungen oder VergrölBerungen 
der Winkel YOZ, ZOX, XOY vorstellen. 

Infolge der Änderung des Winkels YOZ um y« verschiebt sich 
die Fläche YO' im Sinne OZ gegen die Fläche Or' um Y»^^? wobei 
die in YO' und senkrecht zn dx wirksame Schubkraft x^dxdz die 
virtuelle Arbeit x^dxdz'^^dy leistet, oder es verschiebt sich die Fläche 
ZO' im Sinne OY gegen die Fläche OZ' um die Strecke Y«^^) ^^ 
welcher Bewegung die in ZO' und senkrecht zu dx wirkende Schubkraft 
Xgdxdy die Arbeit x^dxdy^^dz verrichtet. In beiden Fällen ent- 
steht die virtuelle Formändernngs- Arbeit: 

dA, = x^-i^dxdydz = r^t^dV, 
und ebenso ergeben sich die den Winkeländerungen Yy ^^^ Y« ^^^" 
sprechenden virtuellen Arbeiten 

TyYy<^^ und T,'^,dV, 
so dafs die gesamte virtuelle Formändernngs- Arbeit der an den Seiten- 
flächen des Parallelepipedums angreifenden Kräfte gleich 

(a,6. + a^e^ + a.e, + t,y, + -^^Yy + t^.Y.) ^^ 
wird und diejenige sämtlicher inneren Kräfte des Körpers: 

(141) A, = /((y,6, + a^Sy + a,6. + t,y. + ir„Yy + '^.Y.) dV. 

Setzt man nun A^ gleich der von den äuüseren Kräften geleisteten 
virtuellen Arbeit, so erhält man die Gleichung 
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(142) SP5 + SCAc = /(c;.e,+ a,e,+ <y.e, + T.T.+ ^,T. + ^.Y.)rf^"; 
sie gilt für beliebige darch einander bedingte äoTsere und innere Ver- 
schiebungen h, Ac, e^,, ey, e,, y«, y^, y,, wenn diese nur klein genug 
sind, um als Yerschwindende GrÖfsen aufgefafst werden za dürfen. Zn 
den äoTseren Kräften gehören aufser den in Punkten der Oberfläche 
angreifenden Kräften, die auf die Massenteilchen wirkenden (z. B. die 
Erdanziehung, Ergänzungskräfte der relativen Bewegung) und, wenn 
Teile des Körpers aufeinander reiben, die an den Bertlhrungsstellen 
wirksamen Beibungswiderstände. 

Nehmen wir nun an, es sei geglückt, die nach bestimmten Rich- 
tungen wirkenden Seitenkräfte C der Stützen widerstände, sowie die 
Spannungen C und x in der Form 

c = Co + er + C'jT' + c'"jr '" + . 


+ . 


cJx = cJ,o + ö« A + a, X + a, A + . 

«y = «»0 -f- «» -''^ +5, A +ff, Jt 

"'X'" + . 


a. A + c, A + a. 


Ty — Tyo -j- Ty A -|- Ty A + "^J 


ttt •»,//' 


gewisser, sta- 


.X'" + . 

T, = T, Q -j— T, A -|- T, A -j- T, A -p . 

als geradlinige Funktionen der gegebenen Lasten P und 
tisch nicht bestimmbarer GrÖlsen X herzustellen, wobei nur die mit 
dem Zeiger behafteten Werte von F abhängen sollen, und wenden 
die obige Arbeltsgleichung der Reihe nach auf die früher erklärten 
Zustände X'= 1, X" ^ 1, . . . an, so ergeben sich, da die Kräfte C' 
mit den Spannungen a' und t', die C" mit den c" und x" im Gleich- 
gewichte sind, die bei gegebenen Ac, 6,, fiy, s,, Y„ y^, y, zur Berech- 
nung der X ausreichenden Bedingungen 

fS C' Ac = /(a/ e. + < e, + ö/ 6,+ t,' y,+ t/ t^+t.' y.) dl' 

(148) 2C"Ac = /(a;'e,+ <'£,+ a;'6.+ r;'T. + <T. + CT.)rf^' 


dieselben lassen sich auch durch die eine Gleichung: 


(144) L 


=/(- 


?A- 


+ s, 


^S^^^.^-i, 


IK 


^x 


-ix, 
-bX 


+T. 






rfF 


ersetzen, in welcher X irgend eine statisch nicht bestimmbare OrSüse 
und L die virtuelle Arbeit der Aaflagerkräfte für den Zustand X= 1 

bedeutet, während die Differentialquotienten -^^ und ^— die Span- 
nungen ff und T fttr jenen Zustand vorstellen. 

Die Verschiebung 5. des Angriffspunktes m einer Last P. wird 

(145) K = /(ä"»s^+ ö,ä, + 7.e, + tLy, + T,Tf,+ 7.Y.) dF— 2CAc, 
wobei 9, T und C diejenigen Spannungen und Auflagerkräfte sind, 
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welche mit einer Last P^ = 1 im Gleichgewichte sind. Man darf 
hierfür aach setzen 

(146) g^=j|^6,^^ + e^^^ + e,__+Y,-_-- + Y 


^p. ' ^ ?p. ' ' ?p«. ' " ^p. ' '"^ dp^ 


^P-. 

welche Gleichung durch teilweise Differentiation der Arbeitsgleichung 
nach der Last P«,» bei als Konstanten betrachteten willkürlichen Form- 
änderungen, 5, Ac, 6,, 6y, e,, Y-,, Yy, y, gewonnen wird. 

2) Einführung der durch Spannungen und Teznperatur- 
änderungen verursachten Dehnungen und Gleitungen. Wir wen- 
den jetzt die Gleichungen (143) bis (146) auf die wirklichen Dehnungen 
und Gleitungen an und beschränken uns hierbei auf den isotropen (d. h. 
in allen Punkten gleich beschaffenen) festen Körper mit spannungslosem 
Anfangszustande. 

Die Seite dx des betrachteten Parallelepipedums erleidet/ wenn 

die Spannung a, allein wirkt, die Dehnung -— — ==-^, während 

dx E 

\ /J T 

eine Änderung der Anfangs -Temperatur um t erzeugt: — ; — = et 

dx 

und infolge von a„ und c, entsteht: — ; — = ^ "Vi * , wobei — 

dx mE m 

den Koeffizienten der Querdehnung (= ^ bis -^ für Schweifs- und Fluüs- 

eisen) bedeutet. Beim Zusammenwirken aller Ursachen ergibt sich die 


Dehnung 


(147) { 


6, = -=, 1" ^^ ^D^ ebenso 

E tnE 

^ E mE ^ ' 

E mE 


während die nur von den Schubspannungen abhängigen Gleitungen 


(148) T« = ^, •r. = ^. T.= 


G ' " (? ' " G 
sind, wobei 

2 (m + 1) 
den Schab-Elastizitfttsmodnl bedeutet. 

Die Gleichungen (144) und (146) gehen nach Einsetzen der vor- 
stehenden Werte der Dehnungen und Oleitungen Über in 

(149) X = -^und 
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(150) d^= — ' S----A(?, wobei 

(151) A, = \t\^l + ^J+ <Ji — -^ K<^. + <y.cy.+ (J.(J,)l■ 
Im Falle / = ergeben sich die Gesetze : 

(152) L = |^und 

(153) 6„ = -— S^— -Ac, wobei 

(154) A = ^ f^ol +al + al-^ (a^a. + a.c^ + a,a,)1- 


dV 
E 


dV 


+ Yß^l + < + ^l) ~ 


dV 

A bedeutet die wirkliche Formändernngsarbeit, wie ans der 
folgenden Entwickelang hervorgebt. 

Die Arbeit, welche die an den KOrperteilchen wirkenden Kräfte 
leisten, während die im Entstehen begriffenen Debnongen nnd Gleitongen 
nm die Werte de^., dty^ dt,, c^y«, ^Tyv ^Y« zunehmen, ist nach den 
Entwickelnngen anter 1): 

worein zu setzen 

de, = — da, dOj, da^ , also 

E \ tn tn \ 




ö.dö, + Gyda, + ^»dc. 


— —d (a^a, + ö,ö^ + a,a,) 


m 


und d'>(:, = — di:,, ^Yy = ^<^T^y» dy, = — d^,. 

Integriert man diesen Ausdruck bei von aus wachsenden Span- 
nungen, so erhält man für das Körperteilchen die gesaptite Form- 
änderungsarbeit 
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'*^=i[4+T-+4-^(''«-+'^-^'+H''^ 


+ 


i[4 + T- + 4]''^' 


and hieraas folgt dann für den ganzen Körper der darch die 
Gleichung (154) gegebene Arbeitswert Ä*) 

Im Falle ^=0 und L = entstehen aas (152) und (153) die 
Castiglianoschen Sätze: 

i) Die statisch nicht bestimmbaren Gröfsen X machen die 
Formänderungsarheit Ä, loelche als Funktion der ztterst unab- 
hängig veränderlich angenommenen Werte X darzustellen ist, zu 
einem Minimum, 

2) Die Verschiebung des Angriffspunktes m einer Last P«, 

im Sinne von P« ist gleich der nach P« gebildeten teilweisen 

Abgeleiteten der Formänderungsarbeit A, 

Bei der Ausftthrang der durch die Gleichungen (150) und (153) vor- 

geschriebenen Differentiationen dürfen sämtliche Grölten X als Eonstanten 

aufgefafst werden. Man gehe gewiäsermassen von dem allgemeineren 

Falle willkürlicher Werte X aus, wende also die Gleichung (150) und 

(153) (wie in den Abschnitten I und II) auf den statisch bestimmten 

Hauptträger an. Die Auffassung der X als Funktionen der Lasten P 

führt, wenn die Bedingungsgleichungen (143) berücksichtigt werden, zu 

denselben Ergebnissen; der (übrigens überflüssige) Beweis hierfür kann 

ähnlich geführt werden wie beim Fachwerke. Yergl. Seite 75. 

3) Der MaxwellBohe Satz, Wir nehmen an, dafs die dem 
spannungslosen Anfangszustande entsprechende Temperatur ungeändert 
bleibt (t = 0) und die Auflagerwiderstände bei eintretenden elastischen 
Verschiebungen keine Arbeit leisten (Ac = 0). Den von beliebigen 
Belastungen P« ergriffenen Körper denken wir durch drei einander 
rechtwinklig schneidende ' Flächenscharen in unendlich kleine Teilchen 
zerlegt, in deren Seitenflächen nur Normalspannungen auftreten, welche 
dann Hauptspannungen beifsen und mit c^\ ffg'v ^s' bezeichnet werden 
sollen. Die entsprechenden Dehnungen sind, wegen ^ == 

1 


(155) 


I 

, r , 1 

|_ m 

die Gleitnngen sind = 0. 


(«,'+V)J^: 


«1=^1 — - 

m 

e 


*) Führt man in Gleichung (142) die wirklichen Werte von e», e^, e«, y«» Yjn 
Müller-Breslau, Die neueren Metboden der FesUgkeitelebre. \Q 
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Jetzt ersetzen wir die Belastungen P^ durch andere Belastungen 
P^y behalten aber die vorhin angenommene Zerlegung des Körpers bei. 
Es treten dann Normalspannungen Oi\ Q^\ ^j auf und erzeugen 
Dehnungen: 


(156) { 


f Fl ~l 1 

// I // * / /' I _ ''\ I ■■• 


«« 


ff 1 ^1 •. " 


AuTserdem werden durch die P« Schubspannungen t und Gleitungen y 

hervorgerufen. 

Bezeichnen wir nun mit (S«,„) den Weg irgend einer Belastung P^ 

für den Fall, dafs auf den Körper nur die Belastungen P^ wirken,**) 

und mit (5««,) den Weg irgend einer Belastung P« infolge ausschliefs- 

lieber Wirkung der 'P«,, und schreiben wir die Arbeitsgleichung zuerst an, 
für den Belastungsznstand (P«) und den hiervon unabhängigen, ' 
den Belastungen P» entsprechenden Verschiebungszustand, 

sodann 

für den Belastungsznstand (PJ und den hiervon unabhängigen, 
den Belastungen P«, entsprechenden Yerschiebungszustand, 

so erhalten wir, da die Stützen widerstände der Voraussetzung gemäfs 

keine Arbeit verrichten, die Gleichungen : 

SP« (8^) = / (a,'ei"+ 0/62"+ ^zH') ^ ^ 
2P. (»„J = /(a/'e/ + a/'e/+ (j,%') dV, 

bei deren Aufstellung zu beachten ist, dafs den Gleitungen y'' die 

Schubspannungen t' = gegenüberstehen und den Schubspannungen 

t" die Gleitungen y' = 0. 

Mit Hilfe der Gleichungen (155) und (156) Islst sich nun leicht 

nachweisen, dafs 

t ff y f 't \ f // // / I // / I /ff 

ist und deshalb auch 

SP.(0 = 2P,.(5.J.***) 


Y, ein, so erhält man für den Zustand < = 0: SPS + SCAc = A = 2X Be- 
zeichnet man also mit Q irgend eine äoTsere Kraft und mit r die Verschiebung 
ihres Angrifi^punktes im Sinne von Q, so besteht die Beziehung: 

welche das Clapeyronsche Gesetz heifst. 

**) Wirkt nur eine Belastung P« und hat diese die Gröfse eins, so geht 
(8»,) über in 8,^. Vergl. Seite 60. 

***) In dieser allgemeinen Form wurde der Satz zuerst von Betti bewiesen. 
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Hieraus folgt aber, als besonderer Fall 

i 

•KM ' "mMI* 


f » 


§ 24. 

Schubfestigkeit. 

Im AnsohloTs an die Entwicklungen des § 28 soll der EinfloTs der 
durch die Querkräfte Q (vgl. Seite 85) hervorgerufenen Schubspannungen 
T auf die Formänderungen und 
statisch nicht bestimmbaren J 

GrGJBen von auf Biegungs- 
festigkeit beanspruchten geraden 
Stäben untersucht werden. 

1) FormfiiiLdeniiigBarbeit 
der Schubkräfte. Ist die 
Eräfteebene eine Symmetrie- 
ebene des Stabes (welcher Fall 
hier ausschlieiÜBlich betrachtet 
werden möge), so wird durch 
die Qaerkraft Q in irgend einem 
Punkte D des Querschnitts eine 
SchubspannungThervorgerufen, 
welche die v-Achse in einem 
PunkteHschneidet, dessen Lage 
erhalten wird, indem man durch 
D die der ti-Achse parallele 
Sehne A B zieht und in B eine 
Tangente BH an den Quer- 
schnittsumfang legt. Fig. 198. 
Von den beiden Seitenspannungen x, und t«, in welche sich t zerlegen 
labt und die senkrecht zur r-Achse und senkrecht zur u-Achse sind, 
folgt T« bekanntlich dem Gesetze: 

_ QS 
''-" 2zJ ' 

wenn 20 die Länge der Sehne AB, 

S das auf die u- Achse bezogene statische Moment des einen der 

beiden durch die Sehne AB begrenzten Querschnittsteile 

(z. B. des Teiles A CB) und 

J das Trägheitsmoment des ganzen Querschnitts in Bezug auf 

die tt-Achse 

bedeuten. Es ist somit t« unabhängig von u und gleich grofs für alle 

16* 



Hg. 19& 
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auf der Sehne AB gelegenen Qnerschnittspankte, and es folgt, wenn 9 
den Winkel bezeichnet, welchen die Tangente BH mit der v- Achse ein- 
schliefst, für den Punkt B: T« = T«tg9 und für den Punkt D: 

T, = T^tg9 

Der von den Schubspannungen abhängige Teil der Formänderungs- 
Arbeit ist, bei innerhalb des Querschnitts konstantem G und wenn das 
Element der Stabachse =dx gesetzt wird, 




— 9 


(157) A^f^l^l{l+l-tg*^)zdr. 

Hiernach ergibt sich beispiekweise für den Rechteckqnerschnitt, 
dessen Breite b and dessen Höhe h=2e sein möge, wegen 


3 0/ »n 1 

fdx 9 Q' iV/ r*y 

-• 

nnd. da/(l.— ^)*d. = i^« = -^ ist, 


-• 


(158) A = ll 


Q^dx 


GF 
Für den Kreisquerschnitt vom Radius e ist 

T« = — — cos" 9, ;er = e cos 9, v = e sin 9, 


^ 2 


[ dx \^ Q^ ^C . (^ ^ i ^ \ , 

J "Ö VJ^ J "^y +Ytg«9Jcos2 9(«9 


TT 

T 


und wegen 
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^2 2 


/cos* 9 1 1 H — — tg*9 i 008^9(29 = "t/ (^ ^^* 9 "^" cos* 9)^9 


T 


« 


28/".^ 283t: tc 

3 8J ^^ 3844 8 


(159) A 'V ^ 


27 j 


GF 
Allgemein darf gesetzt werden: 

Q^dx 


=^s- 


2GF' 

wobei ß eine von der Gestalt des Querschnittes abhängige Zahl bedeutet. 
Für das Rechteck ist ß = f nnd für den Kreis: ß = ^f 

2) Arbeitsgleiohang Bur Bereolmmig statiBoh nicht bestbnin» 
barer GröÜBen« Ermittelung von Verschiebungen S. Die auf 

Seite 93 mit Hilfe des Satzes 

(.60, i = M 
abgeleitete Bedingung 

geht, wenn der Binflolä der daroh die Qaerkrftfle Q erzengten Schnb- 
spannnngen berflckgichtigt werden soll, ttber in 

(161) L = »j-^-^ä.+j-^^-ä.+j——ä. 

An Stelle der zur Berechnung von Verschiebungen abgeleiteten 
Gleichung (55) tritt die Beziehung 

(162) 5« = ß/— ^^ —dx+ dx 4- dx 

■^J''o^dx+fe — ~dx-^^dx. 

Aufgabe« Ein wagerechter Balken ist gleichmäfsig mit p für die 
Längeneinheit belastet, bei B wagerecht eingespannt, bei A frei aufliegend. 
Gesucht ist der senkrechte Stützen widerstand X bei A, Fig. 79. Die 
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Stützen seien starr {L = 0), and eine Erhöhung der Anfangstemperatnr 
habe nicht stattgefunden {t = 0). 

Wegen iV= ergibt sich die Bedingung 



worein zu setzen: 




dx ' dx 

so da&, bei konstantem G^, F^ E, J entsteht: 


= ß y ^f{X—px) dx -\-f{xx* —^) <*^ = <>' 

o-,^i;(x-f)+4V-^)=«. 

E 2 (m + 1) 


woraus, wegen — ^ = 


G m 

1 I s '^ ^+^ a 

u9l — — 




6 
Ist der Balkenqaenohnitt ein Beohteck (6, A), so ist ß = ~7~ iina 

jr %^ 

= — —, weshalb sich mit m=3 ergibt: 


F 12 

3i?/ ^ 15 P 


X = 


^ 5 /« 


— = — ■ liefert z.B. X=l,01-— ^, wahrend die Vernachlässigung 
l b 8 

der Querkraft Q zn X=-|— geftthrt hätte. 

o 


♦ ♦ 
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IV. Abschnitt. 


Das räumliclie Fachwerk. 


§ 25. 

Allgemeine TJntersnchnng des statiseh bestimmten ränmliehen 

Faeliwerks. 

1) Bedeuten A, B, C die rechtwinkligen Seitenkräfte der in einem 
Knotenpunkte m eines ränmliehen Fachwerks angreifenden äoTseren Kraft, 
femer S^j S2, S^, . . . Sp die Spannkräfte in den von m ausgehenden 
Stäben, 8^, s^i s^, ... 8p die Längen dieser Stäbe, und sind a^, K, c^ 
die rechtwinkligen Projektionen der Stablänge s^ auf die Richtungen 
Ä^ Bf C, so lauten die drei Bedingungen für das Gleichgewicht der 
in m angreifenden Kräfte: 

Sr 

b 

«r 
Cr 


(1) 


Sr 

:2Sr-~ + B = o 


26; -^ + C = (r = 1, 2, 3, 


oder, wenn man zur Abkürzung 

(2) 
setzt, 


Sr 


Sr 


8. 


P) 


X. 


2x,a, -\- A=^ 
(3) ^yirK -\-B = 

^KrCr + C = 0. 

Ist die Anzahl der Knotenpunkte gleich k, so stehen Sk Gleich- 
gewichtsbedingungen zur Berechnung der unbekannten Spannkräfte und 
Stützenwiderstände zur Verfügung. 

Wird ein Stützpunkt reibungslos in einer Fläche geführt, so föllt 
die Richtung des Stützendruckes mit der Normalen zur Fläche zu- 
sammen; es tritt nur die GrÖfse des Widerstandes als unbekannte auf. 

An dem in einer Linie geführten Stützpunkt greift in der zur 
Linie normalen Ebene ein Widerstand an, dessen Bestimmung die An- 
gabe zweier Seitenkräfte erfordert. 
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Der Widerstand eines festen Stützpunktes wird durch drei Seiten- 
kräfte bestimmt. 

Ist also 

r die Anzahl der Stäbe, 

n die Anzahl der in einer Fläche geführten Stützpunkte, 
n" die Anzahl der in einer Linie geführten Stützpunkte, 
n" die Anzahl der festen Stützpunkte, 
so ist die Anzahl der zu berechnenden Unbekannten gleich 

r -f- n' + 2 n" -|- 3 w'". 
Das Fach werk ist ein statisch bestimmtes, sobald die Bedingung 

r + n +2«"+8n'"=3Ä 
erfüllt wird, und die Nennerdeterminante der linearen Oleichgewichts- 
bedingungen ^ ist. 

In den folgenden allgemeinen Untersuchungen ersetzen wir (nach 
Seite 2, Absatz 3) die Stützenwiderstände durch Auflagerstäbe. 
Ein Flächenlager erfordert einen Auflagerstab, ein Linienlager zwei, 
ein fester Stützpunkt drei Auflagerstäbe. Wir sprechen also fortan 
nur von gegebenen Lasten und unbekannten Stabkräften. 

2) Besitzt ein Fachwerk mindestens einen Knotenpunkt, von dem 
nur drei Stäbe ausgehen, und ist es so gebaut, dafs an jedem folgen- 
den Knotenpunkte höchstens drei 
Stäbe hinzutreten, so lassen sich 
die unbekannten Stabkräfte leicht 
durch wiederholte Auflösung von 

\jt drei Gleichungen mit drei Unbe- 
kannten berechnen. Ein derartiges 
Stabgebilde wollen wir ein Fach- 
werk der einfachsten Art nennen; 
als Beispiel diene die in Fig. 199 
im Grund rifs dargestellte Kuppel. 
Es seien f^, /*„ /i, . • . U 
feste Stützpunkte und a,, a^, aj, . . . Knotenpunkte, welche mit den 
Punkten f durch je drei Stäbe, deren Achsen nicht in derselben Ebene 
liegen dürfen, verbunden sind, z. B. a^ mit /i,, f^ und /g, Punkt o, 
mit /'s, /'s, f^- An drei beliebige Knotenpunkte dieses unbeweglichen 
Stabgebildes seien drei neue Stäbe angeschlossen, die in einem neuen 
Knotenpunkte h zusammenhängen, und dieses Verfahren: Festlegung 
eines Knotenpunktes mit Hilfe von drei nicht in ein und derselben 
Ebene liegenden Stäben sei beliebig oft wiederholt. 

3) Allgemeine Bereohnungsweise der Spannkräfte 8* Die 
Ermittlung der Stabkräfte jedes anders gebauten räumlichen Fachwerks 



/ ^» 
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kann mit Hilfe des im § 1 auf Seite 3 and 4 angegebenen allge- 
meinen Verfahrens durchgeführt werden. Man verwandle das Fachwerk 
durch Beseitigung von Stäben und Hinzufügung von ebensoviel Ersatz- 
Stäben in ein solches der einfachsten Art, bringe die Spannkräfte Z«, 
Zb, Z«, . . . . Z» der beseitigten Stäbe an dem neuen Fachwerk als 
Lasten an, stelle die Spannkräfte S der Stäbe des neuen Fachwerks in 

der Form 

5 = @, + @.Z. + @»^» + ®,Z. + + @.^. 

dar und setze schliefslich die Spannkräfte in den Ersatzstäben gleich 
Null. Man erhält dann ein System von n linearen Gleichungen zur 
Berechnung der n Kräfte Z. Das Fachwerk ist statisch bestimmt, so- 
bald die Nennerdeterminante jener n Gleichungen ^ ist. 

Liegt z. B. das in Fig. 200 im Grundrifs dargestellte Fachwerk 
vor. so führe man die Spannkräfte in vier Stäben des obersten Ringes 
als Z-Eräfte ein und füge 
die in der Abbildung durch 
gestrichelte Linien ange- 
deuteten Ersatzstäbe 38, 41, 
44, 47 hinzu, welche die 
Punkte a mit auTserhalb des 
Fach Werks angenommenen 
festen Punkten f verbinden. 
Die Richtungen dieser Stäbe 
sind nur an die Bedingungen 
gebunden, dalB Stab 41 nicht 
in die Ebene af^f^ fallen 
darf, Stab 44 nicht in die 
Ebene af^f^ u. s. w. Die 
Stabkräfte S werden in der 
durch die Ziffern 1 bis 48 
angegebenen Reihenfolge 
durch die Kräfte Z und 
Lasten F ausgedrückt, und 
scblielislich werden die Spannkräfte ^3^, S^i, S^^, S^>j gleich Null gesetzt. 

Auf diesem Wege läTst sich jedes räumliche Fachwerk berechnen. 
Die Richtungen der Ersatestäbe wähle man so, dafs die rechnerische 
oder zeichnerische Ermittlung ihrer Spannkräfte möglichst einfach aus- 
fällt. Wir verweisen im übrigen auf die entsprechende Untersuchung 
des ebenen Fachwerks auf Seite 4 bis 8, insbesondere auf den zu den 
Figuren 3 und 4 gehörigen Text. Der ganze Unterschied besteht darin, dafs 
man beim ebenen Fachwerk an jedem Knotenpunkte zwei, beim räum- 
lichen Fachwerk dagegen drei unbekannte Stabkräfte berechnen kann. 



Fig. 200. 
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Als zweites Beispiel betrachten wir die in Fig. 201 im Orondrüs 
dargestellte Netzwerkkuppel. Die wagerechten Binge seien regelmftfsige 
Polygone, ihre Seiten bilden mit den Yerblndangsstäben ab gleich- 
schenklige Dreiecke. Zur Berechnung der oberen Zone genügt die 
Einführung eines Z-Stabes. Der Ersatzstab 21 verbinde o^ mit einem 
aulserbalb des Fachwerks liegenden festen Punkte; seine Richtung sei 
mit der des beseitigten Stabes zusammenfallend angenommen (in Fig. 20 1 
wurde Stab 21 der Deutlichkeit wegen aus dieser Lage Z gedreht). 
Die Spannkräfte werden in der Form 

dargestellt. Zur Berechnung von Z dient die Gleichung 

®2i= ©0-21+ ©2/^=0, 
woraus 


'e 


21 



71g. 201. 

Das Fachwerk ist unbrauchbar, sobald @gj'= wird. Um fest- 
zustellen, wann dieser Fall eintritt, untersuchen wir den Belastungs- 
zustand Z= 1. 

Die Mittelkraft der Spannkräfte der beiden in a^ angreifenden 
Bingstäbe mufs in der Ebene a^ h^ b^ liegen und, da sie wagerecht ge- 
richtet ist, parallel zur Geraden b^b^ sein. Daraus folgt aber 
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@,' = -Z=-l 
und ganz ebenso findet man 

@e' = -@8' = 4-l. ©,' = -©,' = - 1, 

endlich 

(T) ®,/ + 2r= — 1, d. h. ©,/+!=— 1, 
mithin 

8,,' = — 2. 

Dieser Wert ergibt sich für den mit Z zusammenfallenden Ersatz- 
stab iipmer dann, wenn die Seitenzahl des Ringes eine ungerade ist. 



© 


8 p 73 


Fig. 203. 


© 


Bei gerader Seitenzahl erhält man für die Spannkraft & des Ersatz- 
stabes an Stelle der Gleichung (I) die Beziehung 

(II) ©' + Z= +1 d. h. @' + 1 = + 1, 
woraus 

3' = 0. 

Die regelmäfsige Netzwerkkuppel von gerader Seitenzahl ist also 
unbrauchbar, ein Ergebnis, das zuerst, auf anderem Wege, von Föppl 
nachgewiesen worden ist. 

In den Figuren 202 bis 208 haben wir eine Reihe von weiteren 
Beispielen zur Erläuterung unseres Verfahrens vorgeführt. Der Gang 
der Rechnung ist durch die Reibenfolge der an die Stäbe gesetzten 
Ziffern angedeutet worden. Strichpunktierte Linien bezeichnen die 
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Ersatzstäbe, deren Spannkräfte gleich Null gesetzt werden; ihre Bich- 
tung wurde in allen Beispielen mit der Richtung eines wirklichen Fach- 
werkstabes zusammenfallend angenommen. Die in den Kreisen neben 
den Stützpunkten stehenden Zahlen beziehen sich auf die lotrechten 
Auf lagerstäbe. Für die Mehrzahl der Beispiele genügte es, den Grund- 
rÜB zu zeichnen. 

Fig. 202 zeigt eine Zimmermann sehe Kuppel, mit fünfseitigem 
oberem Ringe und zehnseitigem Fufsnnge. A? /s» • • • /s ^^^ ^^^ 
Stützpunkte. In den übrigen Eckpunkten des Fufsringes sind wage- 
rechte Flächenlager angeordnet; ihnen entsprechen die lotrechten Auf- 
lagerstäbe 5, 9, 14, 18, 23, 27, 32, 36, 41, 44. Man kommt mit 
zwei Z-Stäben aus, deren Spannkräfte sich ans den Gleichungen ^39 = 
und 1^45 =0 ergeben, die sich auch durch andere an den Knoten- 
punkten a und b verfügbare Gleichgewichtsbedingungen ersetzen lassen. 
Ermittelt man z. B. unter Weglassung des Ersatzstabes 39 die Spann- 
kraft iS'g 7, indem man die Summe der zur Grundrifslinie ab rechtwink- 
ligen Seitenkräfte der am Knotenpunkte a angreifenden Kräfte gleich 
N.ull setzt, bestimmt sodann auf ähnliche Weise S'gg, und setzt man 
hierauf die Summe der lotrechten Seitenkräfbe gleich Null, so erhält 
man eine Gleichung, in der nur noch die unbekannten Z^ und Z^ 
vorkommen. 



Fig. 208. 


Fig. 203 zeigt ein ähnliches Fachwerk wie Fig. 202. Drei der 
den Mantel bildenden Rechtecke sind ohne Diagonalen; dafür ist der 
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SchlnDsring durch drei Stfibe zu einem steifen ebenen Facbwerk ge- 
macbt worden. Es wurden drei Z-Stäbe eingeführt. 


.*/' 



Flg. 204. 

Die in Fig. 204 dargestellte Kuppel enthält einen 12-seitigen 
Fuifiring und einen 4-8eitigen Kopfring. Die Stützpunkte a sind in 
Geraden geführt, die mit den Stäben 6, 15, 26, 41 rechte Winkel 
bilden. Die zu den Führungen rechtwinkligen Auflagerstäbe 8, 20, 
32, 45 haben also die Richtungen der Stäbe 6, 15, 26, 41. In allen 
SttLtzpunkten greifen lotrechte Auflagei:stäbe an. Es wurden- drei 
Z-Kräfle eingeführt. 

Fig. 205 zeigt den Grundrifs und Aufrils einer 6r8eitigen Halb- 
kuppel. Eine standsichere Hauptwand biete genügend feste Stützpunkte. 
Im tlbrigen aber ruhe die Kuppel auf lotrechten Säulen. Es stellt sich 
heraus, dafs ein Mantel Schwed 1er scher Bauart allein nicht genügt. 
Es fehlen zwei Stäbe. Fig. 205 setzt voraus, dafs der obere Ring eine 
Plattform stützt; es wurden zwei, auch als Träger verwendbare Stäbe 
zur Gewinnung der erforderlichen Stabzahl eingefügt. Bei der Be- 
rechnung dieses Fachwerks kommt man mit einem ^T-Stabe aus. 

Fig. 206 stellt eine 8-seitige Halbkuppel dar, deren Mantel wieder 
von Schwed 1er scher Bauart ist. Der obere Ring muiB durch vier 
Stäbe versteift werden. Es wurden ein wagerechter Stab (Zg) und drei 
geneigte, nach einem und demselben festen Punkte laufende Gratstäbe 
eingebaut. 
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Flg. 205. 


Flg. 206. 


Ein drittes Beispiel fdr die Berechnung von Halbkuppeln enthält 
Fig. 207. Wird die Summe der lotrechten Projektionen der im 
Knotenpunkte a angreifenden Kräfte gleich Null gesetzt und die in a 
wirksame lotrechte Last mit P« bezeichnet, so ergibt sich 

iS,+S^) — + Pa = 0, 

8 

wo 8 = Si = 8^ ist. Setzt man also 

Si — Ä'2 = Zi 
und nimmt. Z^ zunächst als bekannt an, so findet man 
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S, =— P, 


Ä = 


2Ä 2 ^> 


und kann nan S^ und iS'^ mit Hilfe der beiden für den Knotenpunkt a 
noch znr Yerfügung stehenden Gleichgewichtsbedingangen berechnen. 
Der weitere Bechnungsgang ist aus der Abbildang zn ersehen. Den 
beiden Werten Z^ und Z^ stehen zwei Ersatzstäbe oder zwei über- 
zählige Gleichgewichtsbedingnngen gegenüber. 


^ 


2'f Sf^^^S^ 



Flg. 207. 

Es kommt Öfter vor, doSa es zweckmäfsig ist, zu Z- Werten nicht 
Stabkräfte, sondern andere Werte zu wählen, die mit Stabki^ften durch 
lineare Gleichungen verbunden sind. 

Bei der in Fig. 208 abgebildeten, auf vier lotrechten Auflager- 
stäben 15, 18, 21, 24 und drei wagerechten Auflagerstäben 22, 23, 
25 ruhenden Netzwerkkuppel, deren Ringe in wagerechten Ebenen 
liegen mögen, wird man zweckmäfsig den Querriegel des oberen Binges 
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zum Stabe Z^ nnd den unterschied S^ — S^ der Spannkräfte der Stäbe 
1 und 2 zam Werte Z^ wählen. 


20 


® 


17 
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Fig. 208. 


In den vorgeführten Beispielen haben wir danach getrachtet, mit 
möglichst wenig Z- Werten anszulcommen, damit die Anzahl der aufza- 
lösenden Gleichungen y=.0 nicht zu grofs wurde, ein Weg, der sich 
besonders bei unregelmäljBig gebauten Fachwerken empfiehlt. Liegen 
regelmäfsig gebaute Stabwerke vor, so wird es sich meistens empfehlen, 
die aus der Regelmäfsigkeit sich ergebenden Vereinfachungen • bei der 
Kräftezerlegung tunlichst auszunutzen und dafür lieber eine göJGserer Zahl 
von Z- Werten einzuführen. Die Auflösung der Gleichungen Y=0 
gestaltet sich bei derartigen Fach werken fast immer recht einfach, und 
der geringen mit dieser Auflösung verbundenen rechnerischen Mehr- 
arbeit, steht eine erhebliche Zeitersparnis bei der Ausführung der Erftfte- 
zerlegungen gegenüber. Wir verweisen auf die Beispiele im § 27 und 
empfehlen dem Leser, den dort gewählten Weg auch auf die vor- 
stehenden Aufgaben anzuwenden. 

4. Das Henneberg sehe Verfahren der ZurückfÜhrnng der Berecli- 
nung eines freien Fachwerks von n-Enotenpunkten anf die Berechnnng 
eines freien Fachwerks vou {n — 1) Knotenpunkten. Nach der im § 1 unter 2) 
für das ebene Fachwerk gegebenen ausführlichen Dai^steUung dieses Verfahieos 
wird für den Raum die folgende kurze Beschreibung ausreichen. 


— 257 — 

Znnächst mufs das irgendwie gestützte Fachwerk aaf die auf Seite 18 an- 
gedeutete Weise in ein freies Fachwerk verwandelt werden. Ein freies Fach- 
werk von n-Enotenpunkten besitzt nun 3Ä; — 6 Stäbe, es mufs also mindestens 
einen Knotenpunkt haben, an welchem höchstens 5 Stäbe zusammentreffen; denn 
liefen in allen Knotenpunkten mindestens 6 Stäbe zusammen, so müXsten wenig- 
stens -^= SA; Stäbe vorhanden sein. Es handelt sich also beim Übergange 

von der Knotenzahl n zur Knotenzahl n — 1 nur um die Beseitigung drei- oder 
vier- oder fünfstäbiger Knotenpunkte. Ein dreistäbiger Knotenpunkt darf ohne 
Ersatz entfernt werden. Die Wegnahme eines vierstäbigen Knotenpunktes E^ 
dessen Stäbe nach den Punkten A^ B, C, D führen, erfordert die Hinzufügung 
eines Ersatzstabes, der nach der Vorschrift von Henneberg zwei der vier 
Punkte A^ B, C, D verbinden- soll. Man hat also die Wahl unter den Stäben 
AB, AC, AD^ BC, BD, CD, Entfernt man einen fünf stäbigen Knotenpunkt, 
so mufs man zwei Ersatzstäbe einbauen, und diese sollen zwei der fünf Punkte 
verbinden, nach denen die fünf weggenommenen Stäbe führten. Es stehen im 
allgemeinen 45 verachiedene Anordnimgen zur Auswahl. 

Das Hennebergsche Verfahren führt stets zum Ziele, denn es gestattet 
schliefslich die Zuiückführung eines jeden räumlichen Fachwerks auf ein freies 
Tetraeder, es fordert aber die Geschicklichkeit des Rechners bei nur einiger- 
mafsen schwierigen Aufgaben in besonders hohem Grade heraus. Schuld daran 
tragt die Beschränkung auf ganz bestimmte Ersatzstabanordnungen, die manchem 
auf den ersten Blick vorteilhaft erscheinen mag, die aber keineswegs eine be- 
stimmte, rasch zum Ziele führende Wegweisung bedeutet. Bei dem ebenen Fach- 
werk in Fig. 2 mit 12 dreistäbigen Knotenpunkten stellte die Hennebergsche 
Vorschrift allein bei der ersten Beseitigung eines Knotenpunktes 36, und nur 36 
Lagen für den einzuführenden Ei'satzstab zur Auswahl. Bei einem räumlichen 
Fachwerk mit 6 fünfstäbigen Knotenpunkten, das weder dreistäbige noch vierstäbige 
Knotenpunkte besitzt, würde man im allgemeinen die Wahl unter 6-45 = 270 
Ersatzstabanordnungen haben. 

Anmerkung. Ich mufs hier zu dem Buche: „Vorlesungen über Statik 
der Baukonstruktionen und Festigkeitslehre" Stellung nehmen, welches Herr Pro- 
fessor Georg Mehrtens 1903 bei Wilhelm Engelmann in Leipzig hat er- 
scheinen lassen. Seine Darstellung des Hennebergschen Verfahrens beweist, 
dafs er die Hennebergsche Arbeit nicht genügend kennt, sonst würde er auf 
Seite 200 wenigstens erwähnt haben, dafs es Raumfachwerke gibt, die weder drei- 
stäbige noch vierstäbige Knotenpunkte, mindestens aber einen fünfstäbigen Knoten- 
punkt besitzen; er scheint aber der Meinung zu sein, dafs mindestens ein vier- 
stäbiger Knotenpunkt vorhanden ist. Auch wird man in seiner Darstellung ver- 
geblich die von Henneberg gegebenen und auch nach dem Erscheinen meiner 
Arbeiten aufrecht erhaltenen Regeln für das Einziehen der Ersatzstäbe suchen, 
trotzdem er wiederholt und ausdrücklich von einem ursprünglichen Henneberg- 
schen Verfahren redet Die Art und Weise, wie er die Stab vertauschung hand- 
habt, entspricht vollständig dem von mir im Zentralblatt der Bauverwaltung 1891 
veröffentlichten Verfahren und rührt nicht von Herrn Mehrtens her;*) man 
vergleiche nur die Seite 218 des Mehrtensschen Buches mit der Seite 444 des 


*) Als Beispiel behandelt Herr Mehrtens u. a. das hier in Fig. 207 wieder- 
gegebene Fachwerk, mit einer anderen, nicht sehr zweckmäfsigen Ersatzstab- 
anordnung. 

Malier-Breslau, Die neiierea Methoden der Festigkeitslehre. 17 • 
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ersten Bandes meiner Graphischen Statik. Die Quelle, aus der er geschöpü hat, 
verschweigt Herr Mehrten s. 

Ich benutze noch die Gelegenheit, den die „Anwendung von Sätzen der 
geometrischen Bewegungslehre^^ behandelnden § 12 des M ehrte nsschea Baches 
als eine ohne Angabe der Quelle erfolgte, auch auf eigenartige Beispiele sich er- 
streckende Benutzung meiner Arbeiten über die kinematische Theorie des Fach- 
werks zu bezeichnen. 


§ 26. 

Ermittlung der drei an einem Knotenpunkte auftretenden 

unbekannten Spannkräfte. 

Im § 25 haben wir gezeigt, dafs sich die Berechnung jedes sta- 
tisch bestimmten räumlichen Fachwerks auf die Lösung der Aufgabe 
zurückfahren läTst: an einem Knotenpunkte sind drei Spannkräfte ^j, 
S^i S^ zu ermitteln, welche mit gegebenen, an diesem Punkte an- 
greifenden Kräften im Gleichgewicht sind. Für diese Aufgabe mögen 
nun verschiedene Lösungen angegeben werden. 

1) BenutBung der auf Seite 247 aufgestellten drei Gleich- 
gewiohtsbedingungen, welche jetzt die Form annehmen 

>^l «1 + ^ «2 + ^3 «3 + ^ = 0. 

(4) I ^i&i -f >hh + >^sh + ^ = 0, 

wo A, Bj C die Summen der Seitenkräfte aller gegebenen Kräfte nach 
den Richtungen der drei Koordinatenachsen bedeuten. Die Auflösaiig 
dieser drei Gleichungen liefert für Xj den Wert 

* + «1 (*2^3 ^3^2) + ^1 (^2«3 ^3^2) + <^1 («2^3 <h^%) 

Die Werte für x^ und X3 erhält man durch entsprechende Än- 
derung der Zeiger. 

Sehr übersichtlich ist der folgende mit Hilfe der. Determinanten 
durchgeführte Bechnungsansatz. 

Es liegen die Gleichungen vor: 

+ 8X1 — TXj — X3 = ^, 

+ 2Xi + 3x,+4x3 =B, 
— 6X1 -\- 5Xj + 9X3 = C, 

Man schreibe die Zahlen der zweiten Gleichung, mit dem zweiten 
Gliede beginnend, in der cyklischen Reihenfolge -|- ^» H~ *» +2, -f" ^ 
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hin und setze daranter, immer mit dem zweiten Gliede beginnend, die 
Zahlen der dritten, ersten und zweiten Gleichung. Am Kreuzungspunkt 
der die Zahlen -f- 3, + 9 und -j- 5, + 4 verbindenden Linien trage 
man den Wert der aus diesen vier Zahlen gebildeten Determinante: 
-[-3«9 — 5«4 = + 7 ein und fülle in dieser Weise das Schema aus. 


+ 3 

+ 4 


+ 2 


+ 3 

• 

+ 7 

— 42 


+ 28- 


+ 5 

+ 9 


— 6 


+ 5 


+ 58 

+ «« 


+ 2 


— 7 

— 1 


+ 8 


— 7 


-26 

-34 


+ 88 


+ 3 

+ 4 


+ 2 


+ 3 


(B) 

(C) 


Bezeichnet man nun die Nennerdeterminante der drei Gleichungen 
mit Dy so erhält man 

2>Xi=-f 7^+58 5— 25 C, 
Dxg = — 42 ^ + 66 5 — 34 C, 
2>X3 = + 28 ^ + 2 ^ + 38 C. 

Zur Berechnung von D stehen drei Ansätze zur Verftlgung: 

i) = + 7-8 + 58-2 + 25 -6*) = 322, 
D = -f42.7 + 66-3 — 34.5 = 322, 
i) = — 28-1+ 2-4 + 38.9 =322. 

Zur Prüfung der Zahlenrechnung empfiehlt sich die dreimalige 
Ermittlung von D, 

Durch passende Wahl der Koordinatenachsen kann man oft Ver- 
einfachungen erzielen. Ist z. B. die c- Achse parallel zur Richtung des 
Stabes S^ und die c, 6- Ebene parallel zu der durch die Achsen der 
Stäbe Si und ^2 bestimmten Ebene, so nehmen die Gleichungen (4) 
die Form an 

X161 +Xj6g -)- i? = 0, 

Xi Ci + Xg Cg + Xg C3 + C = 0; 


*) Die Zahlen + 7, -f- 58, — 25 der ereten seokrechten Determinanten reihe 
werden mit den entsprechenden Zahlen der ersten senkrechten Koeffizientenreihe 
+ üi +2, — 6 der Gleichgewichtsbedingungen multiplizieii;. Und in ähnlicher 
"Weise ergeben sich die beiden anderen Ansätze für D aus den zweiten und 
dritten senkrechten Reihen. 

17* 
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die ünbekanDten X|^, x^, Xg kann man dann schrittweise ohne weiteres 
hinschreiben. 

2) Das Verfahren von Mohr*). Anstatt die drei Teilkraftsummen 

>«i «1 + ><« «2 + ^s «3 + ^ 


Xi 


Cj + ^« ^« + >^ <?8 + ^ 


einzeln gleich Null zn setzen and die drei unbekannten X| , x, , x^ 
aus den drei Oleichgewichtsbedingnngen zu berechnen, multipliziert 
Mohr diese Summen der Reihe nach mit den virtuellen Verrückungen 
ki "^1 Ct welche er dem Knotenpunkte in den Richtungen der Kräffe 
A, B^ C zuschreibt. Indem er diese Produkte addiert und ihre nach 
den unbekannten geordnete Summe gleich Null setzt, erhält er die 
Gleichung 


(6) 


f Xi (öi$ + ftjT^ + Cl C) + ^J (ö,$ + ^"»1 + f%Z) 

\ + ^i<h^ + h'n + c,Z) + ^^ + Byi + CZ = o. 


Hierauf stellt Mohr drei Oruppen von Oleichungen aui: 
(I) \(h^ + h'n + Ci^ = 
öl 5 -r ^ "^i + Ci S = 

(II) { «2 5 + ^'»1 + <^2 S = — 1 

fl^3 5 + ^3 "^ + «3 ? = Ö 

(III) ^ «2$ +^2*^ +^2? = 

«3 ^ + ^3 "^ + <?8 ? ^ ^» 

deren Wurzeln der Reihe nach 

^1» ""ll» «1' ?2» '"12» «2» ^3» ""is» »3 

sein mögen. Die Einsetzung der Wurzeln ^^ iQi ^j^ in die Oleichung (6) 
liefert für Xj den Wert 

(7) X, =^$i + 5tii + c?;,. 

In der gleichen Weise werden Xjj und Xj berechnet. 

Löst man die neun Gleichungen (I) bis (III) in ihrer allgeftieinen 
Form ein für allemal auf, so gelangt man schlieüslich auf einem Um- 
wege zu der Formel (5), die sich aus den Gleichungen (4) ohne jede 
Zwischenrechnung ablesen läTst, weil die Faktoren der Gröfsen A^ B, C 


*) Zentralblatt der Bauverwaltimg 1902, S. 205. 
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im Zähler der Formel (5) die zu den Koeffizienten a^, 0^, c^ gehörigen 
ünterdeterminanten sind. 

Btwas kürzer nerfllhrt man, wenn man für eine der drei Ver- 
rückungen einen beliebigen Wert annimmt. Entscheidet man sich z. B. 
im allgemeinen Falle für ^ = 1 , so gelangt man zu einer Gleichung, 
in der nur x^ als Unbekannte auftritt, wenn man ^ und t) aus den 
Gleichungen ermittelt: 

3) Momentengleiohuiigen. Für die folgenden Untersuchungen 
führen wir zwei rechtwinklige Projektionsebenen ein und bezeichnen 
die Projektionen der Stabkrftfte S mit S' (GrundrüJB) und S" (Aufrils), 
die Projektionen der Stablängen s mit s' und /'. Es ist 

(9) — = — = -,. 
8 8 8 


(8) 


\ 


,Aj1 


// 



Fig. 909. 
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Die OnmdriXisebene wollen wir ans in wagerechter Lage denken. 

Fig. 209 zeigt AnfrlGs und Grandrifs eines Knotenpunktes Ä^ von 
dem drei Stäbe ausgehen, deren Achsen die Grundrifsebene in den 
Punkten 1, 2, 3 schneiden. Die in A angreifende gegebene Kraft Q 
treffe die Grundrifsebene im Punkte B. Die Längen der Strecken 

AB, AI, A2, AS 
seien der Reihe nach 

q, /|, ^2) ^8* 
Punkt A liege in der Höhe h über der Grundrüjsebene. Zerlegt 
man in den Punkten 1, 2, 8, B jede der Spannkräfte 8i, S^, 8^ und 
ebenso auch Q in eine lotrechte und eine wagrechte Seitenkraft, und 
setzt man hierauf die Summe der Momente sämtlicher Kräfte in Bezug 
auf eine durch die Punkte 2 und 3 gelegte Achse gleich Null, so er- 



Fig. 210. 


hält man eine Gleichung, in der nur die Unbekannte S^ vorkommt. 

Man braucht nur die Momente der beiden lotrechten Seitenkrftfte 

h h 

A — und Q — miteinander zu vergleichen. Sind c und d die in 

beliebiger, aber gleicher Richtung gemessenen Entfernungen der Punkte B 
und 1 von der Drehachse, so lautet die Momentengleichung: 


^1 


d=Q 


Cy 


h 9 

und man erhält daher die einfache Beziehung 
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(10) ^ = 




9 


Liegt der Ptmkt 1 in der GruudrifsebeDe, so tritt an die Stelle 
von li die Stablftnge 8^, und es ergibt sich dann 

Q 

9 


(11) 


^i = - - 


Diese Momenten gleichung ist sehr leicht zu bandhaben ; man schreibe 
den Pnnkten 1, 2, 3, B die Gewichte 




'2 


/, 


/. 


1 "8 *3 ? 

zn und setze der Reihe nach die Snmme der Momente dieser Gewichte 
in Bezug auf die Drehachsen 2 — 3, 3 — 1, 1 — 2, die wir kurz 
mit I, II, III bezeichnen wollen, gleich Null. Für den besonders oft 
vorkommenden Fall, dafs die drei Punkte in einer Ebene liegen, die 
man dann zur Grund rifsebene wählt, wird ^i=/'i, ^2^*«» ^3=*8- 
Die Momentengleichungen liefern dann ohne weiteres die Werte 

S 


X = 


8 


Die Richtungen von c und d wird man natürlich so bequem wie 
möglich wählen, tunlichst so, dafs Strecken benutzt werden, die man 
ohnehin braucht, um Grundrifs und Aufrifs des Fachwerkes festzulegen. 



Fig. 211. 


Für den in Fig. 210 dargestellten Fall erhält man z. B. nach 
Messen der Strecken a, 2^2 ^^^ ^3 ^^^ Werte 
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( S. 


Q b, 


(12) { 


"2 


Ä 


3 


q a 


L 


a 


und ans der Bedingung, dafs die Summe der lotrechten Seitenkrttfte 
gleich Null sein mufs, den Wert 

^1 ? _ ^« ^3 

h 5r 


(13) 


Es möge nun in Ä eine zur 
Grundrifsebene parallele Last W 
angreifen, Fig. 211. Um die 
Spannkraft <S^i zu bestimmen, denke 
man W in eine zur Drehachse pa- 
rallele und eine hierzu rechtwink- 
lige Seitenkraft zerlegt. Bezeichnet 
man dann mit a den Winkel, den 
W mit der Achse I bildet, so ist 
das Moment von W gleich 
TT sin a • h. 

Das Moment der im Punkte 1 angreifenden lotrechten Seitenkraft 
von S^ ist S^ ~r~^ ^^ a, wo tr die in der Richtung von fT gemessene 

Entfernung des Punktes 1 von der Achse I bedeutet. Die Gleichsetzung 
der beiden Momente führt nach Streichung des sich hebenden Wertes 
h sin OL zu der einfachen Formel 

(.4) -^»"^ 



L 


w 


Liegt der Punkt 1 in der Grundrifsebene, so erhftlt man 

W 


(15) Xi = 


IC 


Ist W parallel zur Drehachse I, so ist 5, = 0. Man braucht 
dann nur W nach den Richtungen von S^ und S^ zu zerlegen. Bei 
der in Fig. 212 angenommenen Richtung von W ist S^ ein Zug und 
S^ ein Druck; man findet 


(16«) 


^ __ _ ^3 _ jr 


/, 


2 


l 


3 


W 
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Liegen die Punkte 2 und 8 in der Grundrifsebene, so ergibt sich 

W 


(17) X, = — X3 = 


w 


Wir betrachten noch die folgenden Sonderfalle. 



Fig. 2ia. 


Erstens. S^ und 8^ schneiden die Grundrüsebene in den Punkten 2 
und 8; S^ ist wagerecht. Q trifft die GrundriTsebene in Bj Fig. 213. 
Die Drehachsen 11 und III sind parallel zu S^. Mit den aus der Figur 
ersichtlichen Bezeichnungen findet man 


(18) 


Si = 


= + 


^ h 

<? h 


s, 


a 


L 


q a 
q a 




'S 


Die Vorzeichen hängen von der Lage der Kraft Q gegen die 
Drehachsen ab. 

Eine wagerechte Last W erzeugt (Fig. 214): 


(19) { 


Ä = — W-- 

^ a 


/. 


U 


W 


w 


Zweitens. Es schneide nur ^3 die Grundrifsebene. Si und ^2 
seien wagerecht. Die Drehachse I ist parallel zu ^2' ^^^ Achse II 
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parallel zn S^, Einer die Grundrifsebene in B schneidenden Last Q 
entsprechen die Werte 



(20) 


S.= 


-i- ^ h 


< Si 




« 

e 
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Zu dem letzten Werte gelangt man dnrch Nullsetzen der Summe 

h h 
der lotrechten Erftfte S^ — und Q 


y 




/ 


/ 



.-•-• 3 


/ 


/ '^^ 


Fig. 216. 


Als Anwendungsbeispiel für^das Momentenverfahren wählen 
' wir den in Fig. 216 im Grundrifs dargestellten Knotenpunkt 4 eines 
Fachwerkes, dessen Seitenflächen aus Rechtecken und Dreiecken bestehen 
(vergl. auch Fig. 202). Die Ringe mögen in wagerechten Ebenen liegen. 
Punkt 4 habe von der Ebene des Ringes . . . 1, 2, 3 . . . den Ab- 
stand h. Die Spannkräfte 8^^ und 55. seien bereits gefunden; S^^ S^, S^ 
seien gesucht. In 4 greife eine lotrechte Last P und eine wagerechte, 
nach den Richtungen der Stäbe des oberen Ringes in die Seitenkräfte 
W und H zerlegte Last an. Es möge gesetzt werden S^-^ H= A, 
Sj + W= B. 

Die Grundrüjsabmessungen der Rechtecke sind a, d und h, c. Die 
▼on den Punkten 1, 2, 8 nach den Drehachsen I, II, III gezogenen 
Strecken m^^, w^, tc^ sind parallel zu W. Zu Hebelarmen der Last P 
in Bezug auf die Achsen I, II, III wurden die Strecken d^ c, c gewählt. 
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Eb ist also der Hebelarm e^ parallel zu d; die Hebelarme e^ und e^ 
sind parallel zu c. Da A parallel za I ist, so beeinflolst es nur S^ 
und 5, . Man erhält ohne Zwischenrechnnng für X| , x, , Xg die Werte : 


(21) 


Xi = 


Xj= + 


X3 — 


B_ 
B 


Wt 





P 

d 




h 

«1 

+ 

A 
a 


P 
h 

c 

^2 


A 


P 

c 


a 


e 


8 


Die Vorzeichen sind leicht festzustellen, da man nur den Drehungs- 
sinn zweier Kräfte zu vergleichen hat, den einer gegebenen und den 
einer gesuchten Kraft. 


a^ 


jt. 


-r-^ 



4) Verbindung der untes 1 und 8 angegebenen Verfiihren. 

Hat man eine der drei Spannkräfte (z. B. die Spannkraft S^) mit Hilfe 
einer Momentengleichung berechDet, so findet man oft die beiden anderen 
Spannkräfte S^ und S^ sehr schnell, mit Hilfe zweier Gleichgewichts- 
bedingungen von der Art der Gleichungen (4) auf Seite 258, wobei 
man die Bezugsachsen zweckmäfsig so wählt, dafs jede Gleichung nur 
eine einzige unbekannte enthält. Diese Losung haben wir in Fig. 217 

dargestellt. AB^ AC, AD, seien die Projektionen der Stablängen 

^1» ^2» ^8) * ' * • * ^^^ Stabkräfte S^, Sq, .... seien bereits aus den 
für andere Knotenpunkte gefundenen Gleichungen berechnet. P' sei 
die Projektion der gegebenen äniseren Kraft. Zur Berechnung von 8^ 
erhält man mit den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen die 
Gleichung 
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P' sin a + Sj -^ -Äi -- + «4— + «6— + • • • • 

^3 ^1 *4 ^5 


sie liefert 


P' a 

(22) X3 = sin a + Xj — 


a. 


a 


0. 


X. 


X. 


5 


a< 


a, 


a« 


a, 



& ^A 



'd 


Fig. 218. 


Häufig empfiehlt es sich nun, die äul'seren Kräfte P als Spann- 
kräfte in Stäben au&ufassen, denen eine gewisse Länge p zugeschrieben 
wird. Ist dann ap die Projektion von p auf die zu S\ rechtwinklige 
Richtung, und führt man die Bezeichnung P:jo = Xp ein, so ergibt 
sich X3 in der Form 


fJn 


(23) X3 = — Xp [- Xi 


a, 


a 


(h 


a 


3 


a 


y _* V -^ *\ 

*^4 ^5 . . . , ) 


3 


flr 


Oi 


*) Der häufig zu Vereinfachung der Zahlenrechnungen führende Kunst- 
griff, an Stelle der äuTseren Kräfte P Werte P:p einzuführen, ist zuerst von 
Zimmermann in seinem Buche: Über Raumfach werke angegeben worden. 
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Es liege z. B. der in Fig. 218 dargestellte Knotenpunkt 4 vor. 
Aufser wagerecfaten Lasten H und Q greife in 4 die lotrechte Last P 
an. Man findet aus der Momentengleichung für die Achse I 

(24) x,=-f-|. 

Setzt man nun die Summe der nach der Richtung H wirkenden 
Kräfte gleich Null, sodann die nach der Richtung Q wirkenden, so 
findet man für die unbekannten X3 und y^ die Werte 

c H P c Q c H 


(25) 


Xo = + x. — 

a a haha a 


H 


Im vorliegenden Fall findet man übrigens x^ und X3 ebenso schnell 

P 
mit Hilfe von Momentengleichungen. Für —z- wfthle man beide Male 

h 

den Hebelarm c; die Hebelarme von x^ und x^ sind dann, in der 

Q 
Richtung von c gemessen, gleich a, Q hat auf x^ den Einfluüs -j- 

Q a a 

und auf x« den Einflufs , wo ^o = & — ; — und e^=h — . 

e^ a -\- c c 

6) Zeichnerische Ermittlung von S^, S,, S3. Wir behandeln 
diese Aufgabe zuerst ganz allgemein. Fig. 219 zeigt die Richtungen der 
gegebenen Kraft P und der unbekannten Stabkräfte S^, S^, S^ im 
Aufrifs und Grundrifs; Fig. 220 enthält den Aufiifs und Grundrifs 
des geschlossenen Kräftezuges. Man lege durch die Endpunkte von P 
Parallelen zu zwei iS- Richtungen, beispielsweise zu S^ und S^, und 
zeichne hierauf ein Viereck dh'h" d\ dessen Ecken in den Geraden 
S\y S\s S'\, S'\ liegen und dessen Seiten parallel zu S'j, S'\ und 
zu den Projektionsstrahlen sind. Zur Bestimmung dieses Vierecks wurden 
in Fig. 220 zunächst zwei Hilfsvierecke Q\h\h'\d\ und a\h\h'\d\ 
aufgetragen, deren Eckpunkte a'j, h\^ b'\ und a'^, b\, b'\ in den vor- 
geschriebenen Geraden S\^ S'^i S"^ liegen, und deren Seiten die vor- 
geschriebenen Richtungen haben. Es ist dann die Gerade a'\ d\ der 
Ort des Punktes d\ und hiermit ist die Lage des Punktes d' und das 
Viereck dh'h" d' bestimmt. Denn: 

Ändert ein n-Eck in der Weise seine Form, dafs sämtliche 
Seiten durch feste Punkte einer und derselben Geraden gehen 
(die im vorliegenden Falle die unendlich ferne Gerade ist), 
während n — 1 Eckpunkte gerade Linien beschreiben, so be- 
wegt sich auch der letzte Eckpunkt in einer Geraden. 
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Dia Schnittpunkte der Oei-adenpaare Sj, Sj und u j« j, 
liegen in einer Parallelen zu mm", nnd ea genUgt daher — 
günstige Lage des Schnittpunktes von S,' und S,' vorausgesetzt - 
AuEteichnung eines der beiden Hilfsvierecke. 


-A' 


/ 


Fig. 2 IS. 


Der zeicbneriechen Untersuchung von Fachnerken mit einer gröfseren 
Anzahl von Knotenpunkten und Stäben hat man Cfter vorgeworfen, 
dafs sie infolge der vielen Hil&linien, welche die Er&ftezer legung im 
Räume im allgemeinen verlangt, v.a unübersichtlichen and deshalb schwer 
zu prüfenden KrAfteplänen fdbrt. und dieser Vorwurf ist fa«t immer 
dann berechtigt, wenn sämtliche Kräftezerlegiingen bei derartigen Fach- 
werken in ein und derselben Äufrilsebene vorgenommen werden. Ar- 
beitet man aber mit verschiedenen Aufrilsebenen, unter Umständen auch 
mit verschiedenen GrundriTsebenen , so kann man stete Darstellungen 
erzielen, die an Übereichtlicbkeit nicht« zu wOnecben übrig lassen. Die 
geringe Mühe, welche die Übertragung der bereits gefundenen Klüfte 
in die neuen Projektionsebenen verursacht, wird reichlich belohnt durch 
die Ersparnis vieler Hilfslinien und durch die grofse Durchsichtigkeit 
des Verfahrens. Die Projektioneebene wird man natürlich fllr jeden 
Knotenpunkt so günstig wie mitglich wählen. Es empfiehlt sich, diese 
Wahl Bo zu treffen, dafs von den drei an einem Knotenpunkte auf- 
tretenden unbekannten Kräften sich zwei in einer Projektionsebene 
decken. In den Fig. 221 und 222 ist dieser Fall dargestellt worden. 
Im Aufrifs decken sich S^" nnd S/'; man kann also S^" mit Hilfe 
eines Kräftedreiecks finden und hierauf im Orundrifs S^' und Sg er- 
mitt«ln. 
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Vitf. 221. 


Fig. 222. 


6) Die Herleitung von Formeln ans Eräfteplftnen, die dann 
nur skizziert zu werden brauchen, ist ein in vielen Fällen sehr rasch 
zum Ziele führender Weg zur Bestimmung der drei unbekannten Spann- 
kräfte. An die Stelle von Kräftezerlegungen treten dann Zerlegungen 
von Stablängen oder . von Projektionen der Stablängen. 

Wir beginnen mit dem einfachen, oft vorkommenden, in Fig. 223 
dargestellten Falle. Der fragliche Knotenpunkt trägt eine lotrechte 
Last P. Die Stäbe S^ und ^3 liegen wagerecht. Zerlegt man die 
Projektion Si von s^ nach den Richtungen von S^ and Sg in die 


Strecken a^ und a, , so findet man mit Hilfe des in Fig. 224 ge- 
zeichneten Kräfteplanes die Formeln 


(26) 


s, = - 


&= — 


P 

h 

P_ 

h 

P 


«2 


a 


8- 


Ein allgemeineres Beispiel zeigt Fig. 225. AuXser der lotrechten 
Last P greife im fraglichen Knotenpunkte noch eine wagerechte Last Q 
an. Keine der Stabachsen sei parallel zu einer Projektionsebene. Im 
Aufrifs decken sich S2'' und Sg'\ Zerlegt man im Aufrifs jede der 
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drei Kräfte P, Q und Si in eine lotrechte Seitenkrafb und in eine 
Seitenkraft in der Richtung 7on S2''S^'\ und setzt man die Summe 



Fig. 228. 


Flg. 224. 


der lotrechten Seitenkräfte gleich Null, so erhält man mit den aus 
der Figur ersichtlichen Bezeichnungen die Gleichung 


Q 3, 


Da nun 


8," _ S, 


8. 


II 


und —n-^ 


Q 


8, 


ist, so folgt 


(27) x,=-^!- = _Z 

^1 V 


Q_w_ 
q V 


Zerlegt man weiter im Grundrisse jede der drei Kräfte Si\ S^' 
und Q nach der Richtung von S^' und nach der Richtung C' C'\ und 
setzt man die Summe der nach der Richtung C'C" gebildeten Seiten- 
kräfte gleich Null, so findet man 


^2'-^ = ^ — +5, 


8 


S^ 


» J 


woraus 


(28) X, 


2 


Q \ x^ ^2 


e 


e 


Müller-Bretlan, Die neueren Metboden der Festigkeitslehre. 
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und in ähnlicher Weise erh&lt man 


(29) x,==-*?-^»- + x, ''» 


e 


A-JT-K 


-.* 



Fig. 2S5. 


Liegt der Endpunkt des Stabes 8^ nicht in der durch den End- 
punkt des Stabes 8^ gelegten Orundrifsebene, so tritt an die Stelle 
von Xj = Äj : fij der Wert S^il^^ wo l^ die Entfernung des Knoten- 
punktes C von dem Punkte ist, in welchem die Achse des dritten 
Stabes die Grundrifsebene schneidet. 

7) Greifen an einem Knotenpunkte mehr als drei unbekannte 
Stabkräfbe an, liegen aber diese unbekannten Kräfte mit Ausnahme 
einer einzigen in ein und derselben Ebene (a), so kann man diese eine 
Stabkraft — wir nennen sie S^ — finden, indem man die Summe aller 
rechtwinklig zur Ebene a wirkenden Seitenkräfte gleich Null setzt, 
oder eine Momentengleichung für eine in der Ebene a angenommene 
Drehachse aufstellt. Man kann aber auch 5^ durch Zerlegung der 
Mittelkraft P der gegebenen Kräfte nach der Richtung von /S, und den 
Richtungen von zwei mit der Ebene a zusammenfallenden, durch den 
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fraglichen Knotenpunkt gehenden, im übrigen aber beliebig angenom' 
menen Geraden ermitteln. 


§ 27. 

Beispiele. 

1) Das in Fig. 226 dargestellte Fach werk wird in jedem der 
Punkte Bf C, D, B\ C\ D' durch einen lotrechten Auflagerstab ge- 



®>'' 


@ ^ Ss-Sj 



Flg. 226. 


stützt, aufserdem noch in C, D und B^ durch wagerechte Auflager- 
st&be 7, 8, 9', welche mit den Seiten der Stäbe 4, 5', 6' zusammen- 
fallen. Das Fachwerk Heise sich mit Hilfe von zwei Z-Stäben be- 
rechnen; wir führen aber deren drei ein, nämlich Z«, Z» und Z/ und 
fügen die Ersatzstäbe 9, 7', 8' ein. Diese Wahl bietet den Yorteil, 
daJüs es genügt, die Spannkräfte der Stäbe 1 bis 12 durch die gege- 
benen Lasten und die Z-Kräfte auszudrücken. Die Bildungsgesetze für 
die Stäbe l' bis 12' sind dann ebenfalls bekannt, da das Fachwerk 
symmetrisch gebaut ist. 

In den Knotenpunkten A und A' greifen die gegebenen Lasten 
U, F, TT, ü\ V\ W an. Damit wir es nur mit Stabkräften zu tun 

18* 
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haben, fassen wir die Lasten U, F, TF, U\ V\ W' als die Spann- 
kräfte in Stäben auf, deren Längen u, v^ w sind, und fuhren die 
Bezeichnungen ein 

U ü' 


u 


'^K» 

U 


A-M 

V 

V 


X9, 

F' 

V 


/ 

W 


Xt^y 

w 


* 


tv w 

Den wagerechten Auflagerstäben 7, l\ 8, 8', 9, 9' schreiben wir 
die Längen der mit ihnen in dieselbe Richtung fallenden Stäbe 4, 4\ 
5', 5, 6, 6' zu. 

Den lotrechten Auflagerstäben geben wir die Länge i?. 

Die Länge eines Z- Stabes bezeichnen wir mit z und setzen 

^a ^b Z g / 

— ~- Xa y —— X J f 7 — — Xa • 

Za Zh Z a 

Wir wollen, mit einer einzigen Ausnahme, die auf Seite 270 auf- 
gestellte Gleichgewichtsbedingung (28) benutzen und das Lesen dieser 
Gleichungen dadurch erleichtern, dals wir durch die Angaben ( | ü)^ 
( I W) .... die Richtung der Seitenkräfte, deren Summe gleich Null 
gesetzt wird, kennzeichnen. {M^) bedeutet: Momentengleichung bezogen 
auf die Stabachse 5. Die Zahlenrechnung wollen wir nur fttr den 
Fall a = U7 durchfahren. Die Gleichgewichtsbedingungen schreiben wir 
aber für einen beliebigen Wert von a:u7 an; sie lauten fCLr die Knoten- 
punkte Äf B, C, D: 


w 

( U) 

X| X||7 X/; 

1 ^ 

A 1 

(M,) 

X^ (Xu Xp 

-x,)^*) 


( W) 

X3 Xg Xj 

y-w 

B 

( 6) 

1 

X4 Xa 2 

( 4) X9 — Xe + Xa 2" 

C 

( 4) 

a 
w 

( 5) X7 — X3 + X4 

D 

( ! 5') 



( 2) Xg— X1+X5 Xe ^^ 

1 

h (', D 

(! V) Xio — X« 

» ^J 1 ^8, X|2 Xj 1 Xj. 


*) Der Abstand des in D angreifenden Gewichtes x, von der Drehachse 5- 
ist doppelt so grofs wie der Hebelarm von x«, angreifend in A und von x« an- 
greifend in B\ er ist auch doppelt so grofs wie die Länge des Stabes V, 
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Für die lotrechten Anflagerstäbe wurden die Druckspannnngen als 
die positiven angenommen. 

Mit Hilfe der angeschriebenen Gleichungen kann man die Werte x^ 
bis Xi2 nnd x\ bis y,\^ berechnen, sobald man x«, x», x'^ kennt. 
Zar Ermittlung dieser drei Werte stehen nun die Bedingungen zur 
Verfügung: Xg = 0, x'7 =^ 0, x'g ^ 0; sie lauten für a = tc: 

2 =-^^+"2 


= xe +x„— = — x'i-f — x„ — Xg 


= Xj +X5 — x'e = — Xj + 2Xi + x'j =x'2 — X, + x^ + 3Xi. 

Setzt man für Xj, x,, x^^, x^, ^^^ durch die Gleichungen (A) 
gegebenen Werte ein, so erh&lt man 

Xa H" Xft X a = ~ (X„ Xp ) X „ 

-f Xft — 2x . = Y (x'«+ X J — x'^ 

— 7 X« + ^>** + >«'« ^ >«- + x'« + >«r + >«'r — 65<«». 
Aus diesen Gleichungen folgt 

X« = ^ X, §■ ^'' + "^ ^" ^ x', + 0, 3 X«, — , 3 x'«, 

2 2 , , 3,6 0,4 / ^ ^ ^ , / 

>Ct= — y X, §"^' + X^" ^5<« — 0,6x^ — 0,4x^ 

X.= — y X^ — yX, + — X« ^ X « — 0,8x^ + 0,3x ^. 

Nun lassen sich sämtliche Werte x in der durch die Ziffern an- 
gegebenen Reihenfolge mühelos hinschreiben; sie sind in der folgenden 
Zahlentafel zusammengestellt worden. Die dort fehlenden Werte sind 
durch die Beziehungen gegeben: 

1 f / f ___^ / ^^ 1 / 

X4 = Xg= ö~^"' ^8^^^ ^4 — ^ö — ^11 — "2"^* 


Xj — X3 ; Xj0 — Xa ; X j Q — x „ ; Xj j — X3 . 
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F 

r 

u 

1 O' 

1 

W 

: W 


Sv 

Sv 

8u 

Su 

tc 

> w 

1 

Xfl 

-3,0 ' 

-1,0 

+ 2,2 

-1,8 

+ 0,3 

— 0,8 

Xft 

-2,0 

— 2,0 

+ 3.6 

-0,4 

— 0,6 

-0,4 

x'« 

- 1,0 

— 3,0 

+ 1,8 

-2,2 

-0,3 

, +0,3 

3«l 

-1,0 

+ 1,0 

-1,4 

-1,4 

-0,1 

+ 0,1 

/ 
Xl 

+ 1,0 

-1,0 

-1,8 

-1,8 

+ 0,3 

— 0,3 

X« 

-2,5 

+ 0,5 

+ 2,9 

+ 0,9 

— 0,15 

+ 0,15 

^\ 

+ 0,5 

-2.5 

— 0,9 

+ 5,1 

+ 0,15 

— 0,15 

5«S 

-1,5 

— 0,5 

-8,7 

+ 2,3 

— 0,05 

+ 0,05 

5C6 

+ 0,5 

+ 1,5 

+ 2,8 

-8,7 

— 0,05 

4-0,05 

J«7 





-4,8 

+ 3,2 

— 0,2 

+ 0,2 

^8 





-1,6 

-1,6 

+ 0,6 

— 0,6 

X'9 





+ 8.2 

-4,8 
— 0,9 

— 0,2 

+ 0,2 

X,g 

-1,5 

— 0,5 

+ M 

+ 0,15 

— 0,15 

Jt'li 

— 0,5 

-1,5 

-2,8 

+ 8,7 

+ 0,05 

— 0,05 


2) Das in Fig. 227 abgebildete, durch vier lotrechte und drei 
wagerechte Anflagerstäbe gestützte Fachwerk, das wir bereits auf Seite 256 
kurz besprochen haben, trage in den Knotenpunkten I, II, III, lY die 
lotrechten Lasten F^, Fg, F3, F^ und die wagerechten Lasten A, B, 
C, Df . , , . H. In den Knotenpunkten des unteren Ringes greifen 
die wagerechten Lasten L, Q an. Den Lasten A^ B, C, D, . , . H 
schreiben wir die Länge a zu, den Lasten L, Q die Länge 2d und 
allen Lasten F die Länge v. Wir setzen also 

AB H L Q 


a 


= >^A, 


a 


— ^B, 


a 


— X/r, 


2d 


~'^'' 2d ~^ 


und führen für die V:v die Bezeichnungen ein 


= T 


1» 


= Ys 


V ~ V 

Zunächst nehmen wir an, es seien bereits bekannt 

Xj — Xj = x' und Xg . 
X und X3 spielen also die Rolle der Z- Werte unserer allgemeinen 
Untersuchung. 

Für den Knotenpunkt I besteht die Gleichgewichtsbedingung 

(IKi) Xi+^+Yi=0. 
weshalb 

1 , 1 . 

— _ ^ _ ^ ' 
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Weiter findet man für den Knotenpunkt I, indem man die Summe 
der Seitenkräfte nach der Richtung des Stabes 8 gleich Null setzt "und 
beachtet, dafs x, -j- x, == — y^ ist : * 





Fig 227. 


C 


(I) X4 -f- Xg — Yi x^ y.B 2 Xg , 

und ganz ähnliche Gleichungen erhält man für die Knotenpunkte II, 
III, IV, nämlich 


— 280 — 

(II) X5 + X6 = — Yj- —y-c — y-D 

(III) Xe + X7 = — Yj -^ x^— x^ — 2xj 

(IV) X7 + X^ = — Y4 -^ Xo — X//. 

Multipliziert man diese 4 Gleichungen abwechselnd mit -|~ 1 ^^^ 
— 1 und addiert man sie dann, so erhält man: 

4x3 = y (— Yi + Y» — Ys + Y4) — x^ — X5 + Xc + Xx> — Xj, 

X/« -[- Xö -f- x^ . 

Damit ist X3 bestimmt. Aus der Gleiohgewichtsbedingung für den 
Knotenpunkt I: 

(_L 3) >^5 — ^4 = (^'n — >^2) y + X^ — Xj = X y + X^ — XjB 

und aus Gleichung (I) ergeben sich nun die Werte 

, d c 

^4 — — >« -gy — Yi ^ — ^^ — ^ 

und aus den Gleichungen (II) und (IV) die Werte Xg und x^. Aus 
den fdr den Knotenpunkt II geltenden Gleicbgewichtsbedingungen 

( II ^\) ^+X9 = — Y« 

( J_ 16) Xg — Xg = (Xß — X5 + x^ — Xc) — 


findet man 


Xg — rt Y2 I vXe X5 -f- Xx, y.c) 


X9 — ^ Y2 V^6 ^5 I ^^ ^C/ 


2 •" ' "^ ^ ' " "' 2ri 

Auf dieselbe Weise kann man x^^ und x^^ durch Xg und y^ 

ausdrücken, x^g und x^, durch x^ und X4. Nun geht man zum 

Knotenpunkt V, ermittelt: 

c 1 

(V) (i. 15) >^i4==— X1227 — ^n y — ^^ 

und setzt diesen Wert in die für den Knotenpunkt VI aufgestellte 
Gleichgewichtsbedingung 
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c 1 

(_L 17) Xj4 + >«9 2^ + ^10 Y + ^;^ = 0, 

ein. Man findet dann die Bedingung 

(VI) 2 (x^ — Xx) + >«io ~ ^11 + "^ (^d "" ^1«) = ^' 

die nur solche Werte x enthält, welche sich durch die den Lasten ent- 
sprechenden gegebenen x und den Wert x' ausdrücken lassen. Die 
Gleichung (VI) enthält also nur noch die Unbekannte x'. Eine einfache 
Zwischenrechnung liefert 

>t' = — (Y2 — Yi) 2d ~ ^^-* ~ ^* + ^''~^"^~d 
— (xx> — x^ + Xf — Xö) r^- — (xx — xp) 


Die Berechnung von x^g bis x^o erfolgt aus Gleichungen von der 
Art der Gleichung (V). Die Werte Xjj bis Xj^ der lotrechten Auf- 
lagerstäbe, denen man die Länge v beilegen wird, findet man, indem 
man an jedem Auflagerknotenpunkte die Summe der lotrechten Seiten- 
kräfte gleich Null setzt. 

Die Durchführung der Buchstabenrechnung empfiehlt sich nur bei 
einfacheren räumlichen Fachwerken. In den meisten Fällen ist es zweck- 
mäisiger, gleich von vornherein mit Zahlen zu rechnen. 


§ 28, 

Die abgestumpfte Faehwerkpyramlde und Terwandte Systeme. 

Zu den wichtigsten räumlichen Fachwerken gehört die abgestumpfte 
Pyramide, Fig. 228. Die Fulspunkte der Bippen mögen festliegen. 
In irgend einem Knotenpunkte m greife eine beliebig gerichtete äufsere 
Kraft an, und diese werde in die Seitenkräfte L, R und ü zerlegt, 
7on denen L mit der links*) an die Rippe ma grenzenden Seitenwand (I) 
zusammenfallen möge, R mit der rechts an ma grenzenden Seiten- 
wand (II) und U mit der Rippe ma. Die Wirkungen dieser drei Kräfte 
werden zweckmäfsig gesondert verfolgt. Durch die Last L werden nur 
die Stäbe der Seitenwand I beansprucht, und zwar verhält sich hierbei 
das ebene, in Fig. 229 in die Bildebene gelegte Fach werk I wie ein am 
unteren Ende eingespannter Freiträger. Die Last B beansprucht in 
gleicher Weise das ebene Fach werk II, und die Last U ruft nur in 
der Rippe ma Spannkräfte (S= — U) hervor. Die Gesamtwerte der 


*) Die Bezeichnungen links und rechts gelten für einen von aufsen auf den 
Mantel der Pyramide sehenden Beschauer. 
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Spannkräfte der Bippe tna erhält man schliefslich durch Zusammen* 
zählen der einzelnen Wirkungen der drei Kräfte L; B, U. 

Die Rippen brauchen sich nicht in einem Punkte zu treffen. Die 
beschriebene Berechnungs weise gilt also nicht nur für den Pyramiden - 
stumpf; sie ist vielmehr nur an die Voraussetzung gebunden, daüs die 
Seitenflächen statisch bestimmte ebene Träger sind. 



Fig. 228. 



M:'^''/^^vv//Z7/y>:v;;;^:v;?i/>;^:^7//;;>V';j^/;v;'\;;'/^^:;'V/>\7 



Fig. 229. 


Die Richtungen der Kräfte L und E brauchen nur mit den 
Ebenen I und II zusammenfallen; im übrigen dürfen sie nach Belieben 
gewählt werden. In der Regel empfiehlt es sich, L und B wagerecht 
anzunehmen. 

Es liege z. B. der in Fig. 230 dargestellte Pfeiler mit wage- 
rechten Ringen vor. Am Knotenpunkte m greife eine lotrechte Last P« 
und eine wagerechte, nach den Richtungen der angrenzenden Ring- 
stäbe in die Seitenkräfte H^ und Q„ zerlegte Last an. Zerlegt man P« 
nach der Richtung der Rippe ma und nach den Richtungen der 
Kräfte H^ und Q^, so erhält man (nach Seite 274, Fig. 223) mit 
den in die Figur 230 eingeschriebenen Bezeichnungen für T«, L^ und 
Bnt die Werte 
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(30) 


V^ = 


" h 


L„ = H^ + P» 


P^=Qn.+ P^ 


1 
T 

r 



Fig. 230. 

Hat man auf diese Weise die Lasten U, Lf JS, ermittelt, so^ist 
die Berechnung der Spannkräfte auf die Untersuchung ein&cher ebener 
Fachwerke zurückgeführt. 

Beispiel. Für die Spannkräfte und Auflagerwidei-stände des in 
Figur 231 dargestellten eingeschossigen Pfeilers sollen allgemeine For- 
meln aufgestellt werden. Das Fachwerk besitzt vier feste Stütz- 
punkte /', //', ///', IV\ deren Widerstände in die wagerechten Seiten- 
kräfte A und B und die lotrechten Gegendrücke C zerlegt worden sind. 
Es genügt natürlich, Foimeln für die Spannkräfte T^, S'^ , Dj und die 
Widerstände A^, B^^ C^ aufzustellen. 

Man findet für den Knotenpunkt (I) 
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tfi 


L, = H, + P, -^ 


Bi = Qi+ -P. 


^ 


I 
I 

» 

h 
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Die Berechntmg von Ui ist, wie sieb zeigen wird, entbehrlich. 
Die Seiten wand I, II, II\ t wird belastet mit B^ and X^. 
Es ergibt sich 

T\ = — 1/2= — H^ — ^^ ~h^ 

Die Spannkraft S^ erhält man am schnellsten, wenn man die 
Summe der lotrechten Seitenkräfte aller am Knotenpunkt^ (I) angrei- 
fenden Kräfte gleich Null setzt. Dies gibt 






5^1 

h 
»1 

- + A 

h . 
dl 

Pi 

— 0, 

» 

worans 

mit 

Cl 

-h 


«1 

folgt 








1^. 
»1 


?i 


hci 


P» 

h 

0, 

»1 


Nun findet man den Stützenwiderstand A^ am Knotenpunkte (!') 
mittels der Gleicbgewichtsbedingung 

-D* _ -tfi — e« , Pi o, P^h 

wo — ; — = "i r 


d^ c^ hc^ hc^ 

Man erhält 

Der Widerstand £j wird 
Bi= — Si^ — D^^, das ist 

Schlieislich findet man den Stützenwiderstand C\ aus der Gleicb- 
gewichtsbedingung 

Werden die vier FuXspunkte miteinander durch Stäbe verbunden, 
so müssen vier der zwölf Stützenwiderstände beseitigt werden. Ein 
Beispiel zeigt die Figur 232. Die Stützpunkte werden in wagerechten 
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Geraden geführt, die mit den Richtungen der Stäbe des FaÜBringes zu- 
sammenfallen*). Rechtwinklig zu den Führungen treten Widerstände 


"^ 


I ' >i ' ' ' ' 


K 


y 




^'<Z 


f 


IF'- 


y. 


X 


ff' 


*< '' 


Ä 


m' 


Ul 


■Jr^ 


^ 


^r 


F 


Flg. 232. 

Fit F^j F^, F^ auf. Aus den vorhin berechneten Stützen widerständen 
Ä und B findet man für die Spannkräfte N im Fufsringe und für die 
Widerstände F die Werte: 

Fj = ^1 iVj, J^g = jBj iVj, U. S. W. 

Zählenbeispiel. Es sei Cj = c, = 12,1"*, a^ = ^^ = Og = 63 
= ..=64 = 2,0"', ei=^2=10,l"', Ä = 19,9'", 5 = 20,1-, ^=22,4*". 
Man findet 

Ti= — H^ — 0,101 Pg, 

Dl = 1.851 (fij — Qi) + 0,186 (Pg — PJ, 

fi'i = 1,661 (Öl — Äjj) — 0,843 Pi — 0,167 P^, 

^1 = 0,165 (H, — Öl) + 0,835 (Q^ — H^) + 0,017 P, + 0,084 P^, 

Bi = 0,165 (Hg — (?i + Ö4 — Äi) + 0,017 (P, + PJ + 0,067 P„ 

Ol = 9,95 Bi. 

Ein Bweites Beispiel für ein eingeschofsiges Fach werk mit vier 
ebenen Seitenflächen und zwei wagerechten Ringen zeigt Fig. 233. 
Sämtliche Knotenpunkte des unteren Ringes sind durch lotrechte Auf- 
lagerstäbe gestützt. An den in Oeraden geführten Stützpunkten C^, 
Cg, C3, C^ treten wagerechte, mit denselben Buchstaben bezeichnete 


*) Die allgemeine Lösung der Aufgabe der sicheren Stützung eines ebenen 
Fulsringes, dessen Knotenpunkte in Geraden geführt werden, gab der Verfasser 
im Zentralblatt der Bauverwaltung 1892. 
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Widerstände auf. Die an den Knotenpunkten der Bippen angreifenden 
Lasten werden in die Seitenkräfte X, 7?, ü zerlegt. 

Sind nur die Lasten i^^, R^^ L^ und L^ vorhanden, so wird nur 
das Seitenfach werk I nebst den Stäben, welche die Knotenpunkte 



Flg. 233. 


Fig. 284. 


und 5 mit den Stützpunkten 6*2 und C^ verbinden, beansprucht. Die 

Vereinigung der Spannkraft des Stabes C^ mit dem in angreifenden 
lotrechten Auflagerdrucke gibt eine in die Ebene I fallende Mittel- 
kraft K (siehe Fig. 234, welche das in die Bildebene gelegte Seiten- 
fach darstellt). Eine gleich grolse, aber entgegengesetzt gerichtete 
Kraft K erhält man am Knotenpunkte 5. Die GröIse von K ist durch 
die Momentengleichung 

K'2h^ =(Äg— L3)2c + (Äi —L^)c 
bestimmt. 

Fttr die Spannkräfte in den Diagonalen findet man die Werte 
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D,sm<p, = K, -^^ = — , 
x>2 sm 92 = — Dl sin 9, = — ^— , 

zur Berechnung von T^ dient die Momentengleichung 

In derselben Weise wird die Seitenfläche II untersucht. Die 
Spannkräfte 8^ und 8^ findet man am schnellsten durch Nullsetzen 
der lotrechten Seitenkräfte der an den Knotenpunkten 1 t^nd 2 an- 
greifenden Kräfte. 

Sind P| und P^ die lotrechten Lasten, so lautet die Gleichgewichts- 
bedingung für den Knotenpunkt 1 

«1 *a »1 »8 

und für den Knotenpunkt 2 

8 


h+(^+S+-t)"+'''=''- 


Die Spannkräfte in den Stäben des Fulsringes und den Auflager- 
Stäben ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen ftlr die Knoten- 
punkte des FuiÜBringes. 


§ 29. 

Statisch bestimmte Schwedlersche Kuppeln. 

1) Die in Fig. 285 dargestellte offene Kuppel Schwedlerscher 
Bauart lälBt sich in Fach werke Ton der im § 28 beschriebenen Art 
zerlegen. Wir bezeichnen die Spannkräfte in den Ringstäben, Diago- 
nalen und Bippen der oberen Zone mit T^ D, S, in der zweiten Zone 
mit T\ D\ S\ in der dritten mit 7*", D", S" u. s. w.*) Die Berech- 
nung der obersten Zone kann ohne weiteres nach dem im § 28 beschrie- 
benen Verfahren erfolgen. An der zweiten Zone greifen aufser den 
gegebenen Lasten P', //' und Q' noch die nunmehr bekannten Spann- 
kräfte S und D an. Es ist also nur noch die Aufgabe zu lOsen, 


♦) Man achte also darauf, dafs S\ S*\ D\ I>" nicht Projektionen von 
Stabkräften bezeichnen. 
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diese Ejräfte anf möglichst übersichtliche und einfache Weise nach den 
drei ausgezeichneten Richtungen L, R und U (Fig. 228) zu zerlegen. 
Zu diesem Zwecke zerlegen wir zunächst jede Spannkraft D in ihrem 
unteren Endpunkte auf die in Fig. 236 dargestellte Weise nach der 
Bichtung des Bingstabes und der Rippe in die Seitenkräfte 


D^=D 


a 


und D, = D 


8 


d 




Fig. 235. 


WO a die Länge des oberen Bingstabes des betrachteten Seitenfaches 
und d die Länge der Diagonale bedeutet. D« tritt zu der Last Hj, 
D, wird zu ^S^ gefügt, und nun wird S -{- D, nach den Bichtungen 
von HJ und Q,^ und nach der Bichtung der Bippe S' der zweiten 
Zone in die Seitenkräfte L\ B\ V' zerlegt. Dazu denken wir uns 
zunächst die Kraft S -\- D, durch die Länge 8 der oberen Bippe dar- 
gestellt, zerlegen die Strecke AC^=8 (Fig. 287) nach der Bichtung 
Ton S^ und nach wagerechter Bichtung in die Strecken AB und BC 
und hierauf die wagerechte Strecke BC nach den Bichtungen der beiden 

Müller-BraBlaa, Die neueren Methoden der Feetigkeitolehre. 19 
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Ton m ansgehenden Bingstäbe in die Strecken V nnd k^. Die Bei- 
träge der Kraft jS^ -}~ ^« ^^ <^®Q Belastungen Lji nnd Rji des Knoten- 
punktes ffi sind dann 

r=,«+i>4=(f+|.)v, 




Fig. 237. 

Bezeichnet man noch mit c/ and c/ die Strecken, welche man durch 
Zerlegung des Grundrisses der Stablänge s nach den Richtungen der 
beiden Ringstäbe gewinnt, so findet man schliefslich für den Knoten- 
punkt m der Fig. 237 die Belastungen 

(81) i,' = Ä,' + /^c/+(|- + -|-)*/ + Aa, 

(82) B: = 9„' + ^ c: + (A + ^) Ä/. 
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Durch diese für sämtliche Enotenpunkte zn berechnenden Lasten 
1/ und B' sind die Spannkräfte T" nnd D' der Bingstäbe und Diago* 
nalen der zweiten Zone bestimmt. YergL Fig. 231 auf Seite 285. 

Die Berechnung der Spannkraft S' erfolgt am ein&chsten mit 
Hilfe der Bedingung , dafs die Summe der im Punkte m angreifenden 
Seitenkräfbe gleich Null sein muls. Es ergibt sich die Oleichong 


$ d $ d 


und daraus: 
(88) 


8 - h' d' '^ K\s'^ d)' 



ZäZLi/ \JJß^ 



Um Schreibarbeit zu sparen, fuhren wir die Bezeichnungen ein 


(34) 


8 

D 
d 
P 


= x, 


= f*. 


= Y. 


f 

8 

iL 
h' 


= X 


= |i 


nnd erhalten dann 

(85) Lj 
(36) B,' 


(87) 


X 


= Hj + Y-.' ci + (x + fx) ä/ + fxa, 
= Qj + yJ Cr + (x + fX) Ä,', 

= — Ym' — 1^' + -^ (>t + P-)- 


Bei der Ableitung dieser Formeln haben wir vorausgesetzt, dafs 
am Knotenpunkte m eine linkssteigende Diagonale D und eine links- 
steigende Diagonale D' angreift« In der Regel werden aber die Dia- 


19* 
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gonalen nnr als Zngst&be konstruiert. Es erhftlt dann jedes Fach zwei 
sich kreuzende, abwechselnd in Tätigkeit tretende Diagonalen. 



Ist für das mte Fach der obersten Zone L^+i ^ /?«•* so wird die 
linkssteigende Diagonale gespannt, und es ergibt sich (Fig. 238) 

(88) ^. = ^ = :^+J-=-?=, T, = -L^^,. 
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Ist dagegen B^'^ L^+i, so wird die rechtssteigende Diagonale 
gespannt, und man findet (Fig. 289) 


(89) |JL„ = — ^ = -^= ^=±^ 

dm « 


Tm -ß»- 


Fttr die zweite Zone sind die L und B zu ersetzen durch jdie 
X' und ^, femer a durch a\ 

Den Gang der Berechnung einer solchen Schwedlerkuppel wollen 
wir nun an der in Fig. 240 dargestellten regelmä£Bigen 6-Bck-Euppel 
erläutern. Es ist c/ = c/ = c\ Ci = c/ = c, und ä/ = &^' = U. Für 
die Ejiotenpunkte des obersten Ringes werden die Lasten 

L^ = H^-{' Y^<J und 

B^ = Q^ + y^c (m = 1, 2, 8, 4, 5, 6) 

bereciinet, und nun wird festgestellt, welche Diagonalen in Tätigkeit 
treten, unsere Figur setzt Toraus, dals 

Lj > Biy B^ > Lg, L^ > 2?,, B^ > 2^5, Äg > Lg, Lj > Ä^ 

ist, und es ergibt sich daher: 


P-i = 


m = 


1^8 = 


^2 ""^ x?j 



a 


Ä, 

— 

L, 


a 


-i^4 


Bz 


a 


„=*i^A 


1^5 = 


a 

Ä5— ^ 


6 


a 


Lt* Ba 

V-t = — - 


a 


r, ^ — Äj 


^8 = 


^« 


r, = -Ä« 


r5 = -Ä5 


Tg = — L^. 


Setzt man nun an jedem Knotenpunkte dea oberen Binges die 
Samme der lotrechten Seitenkrftfte gleich Nnll, so erhält man für die 
Bippen der obersten Zone die Werte 


J«! = — Yi — H-i 

x« = — Y» 

>«8 = — Yj — m — IH 


>«4 = — Y* 

5<8 = — Yj — t^4 

^ = — '(t — V-i — V^ 


Damit ist die Berechnung der obersten Zone erledigt. 
Jetzt ermittelt man fOr die Knotenpunkte l', 2', 8', 4', 5', 6' 
der zweiten Zone nach den Formeln (85) und (86) die Kräfte 
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Li = Hi + Y,'c + fc' (><t + 1^1 + 1^) + «1^1 
^»' = ft' + Y.'c' + A' (^ + f*i + 1^) + «|J^ 

,' = Et + Y,'c' 4- *' xg 

;' = Qs + Ts'c + *' Xs 

' = -Ö4' + T»'c' + *' (x* + m + 1^«) + <^H 
' = Qt + Ya'c' + *' K + h, + .^4) + <n>-* 

,' = ft' + Ys'c' + fc' (X5 + II5) + a(i.6 

1' = -He' + Ye'«?' + *' ^ 

Nun wird festgestellt, welche Diagonalen der zweiten Zone ge> 
spannt werden. Fig. 240 setzt voraus: 

■^1 > -^J » ^8 !> -B» » -R» !> -^4 » ^4 !> -^6 ) ^6 ^ ^« I -^6 ^ Li. 

Es ergeben sich also fllr die Diagonalen and Bingstftbe der zweiten 
Zone die Werte 


■"8 
^^8 


ih 


Ih 


m 


1^4 


K-5 


t^6 


__ -Ri — Lf 


// 


L^ — ^g 


ff 


Äj — L4 


a 


// 


_ K-L,' 


a 


ff 


La Ä 


'6 


a 


ff 


B,'-L,' 


a 


ff 


T^ = L^ 


T,' = -B,' 


t: = - b: 


n' = - ie' 


Tß — — -^6 • 


Indem man nun für jeden der Knotenpunkte l\ 2\ . . die Snmme 
der lotrechten Seitenkräfte gleich Null setzt, erhält man für die Rippen 
mit der zur Abkürzung eingefdhrten Bezeichnung h:h' = & die Werte 
[vergl. Formel (37)]: 

— V-s + e K + l^e) 

— I^i' — m' + e (x, + (X^ + |1,) 

X5 = Ye I *^6' 


< 

' : 

— Yi' 

X» 

s:^ 

Y« 

Xs 


Ys 

X4 

^— 

Y4 

>«5 


Ys 


! 
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Damit ist auch die Berechnang der zweiten Zone erledigt, und 
in der gleichen Weise lieisen sich die Spannkräfte in einer dritten, 
vierten n. s. w. Zone ermitteln. 

Zur Untersuchung der Stützenwiderstände übergehend, nehmen wir 
zunächst an, es seien l'\ 2^\ ^'\ . . . feste Stützpunkte. Jeden Stützen« 
widerstand bestimmen wir nach Fig. 240 durch drei Seitenkräfte Ä, B, C 
Die Widerstände C mögen positiv sein, wenn sie von unten nach oben 
gerichtet sind. Nach Ermittlung der Strecke Je' in Fig. 240 finden wir 

^i= — r(x/+|i./) 

^1 = — Ä (Xj + |i.i ) — |J.i a 

-«o ■ xJa — — ^"^ K Xa 

^8 = — Ä" (Xg' + 1^' + f^') — [^ V 

^8 == — Ä" (Xj' + fx,' + IIa') — 1x3 V 
A^ = — k" (X4' 4- fx^') 

^4 = — Ä" K' + P-*') — 1^4 «' 


Ä^ = B^ = — h X5 

^6 = — ä" (xe' + V-i + 1^6 ') — f^-ö'« 
^6 = — ä" (>t6' + 1^5' + l^e') — l^e'» 
C^ = - V (x/ + fx/) I ^4 = — *; (^f ' + 1^*') 

C2 = — Ä'X|' Gj = — Ä'Xj' 

^8 = — ä' (X3' + |x,' + [Xg') I Ce = — ä' (Xß' + 1x5' + fXe'). 

Lasten ff", Q'\ P", welche in den Punkten l", 2", 8", . . . . 
angreifen, werden von diesen Stützpunkten unmittelbar aufgenommen. 

In Fig. 241 haben wir noch den Fall eines die Stützpunkte ver- 
bindenden FuTsringes dargestellt und dabei angenommen, dals die Stütz- 
punkte \"y 2'\ 8'' . . . in Geraden geführt werden, die rechtwinklig 
zu den Stabachsen l" — 2", 2" — 3", 3" — 4", . . . sind. An den 
Führungen treten die Widerstände F^, F^, F^ , . . . auf. Aufserdem 
sollen noch Lasten B"^, H"^, H"^ .... berücksichtigt werden. 
Lasten Q" werden ohne weiteres von den Führungen aufgenommen. 
Die Spannkräfte in den Stäben des Fuisringes seien T'^, T'\y . . • . 
Die Zurückführung dieses Falles auf den vorhin behandelten Fall fester 
Stützpunkte geschieht mit Hilfe der Gleichungen 

Te" + Ä," = Ä, 
(I) {T,"+H^"=A^ 

und 

(II) 


r, + J^i = -Bi 

^» + -P» = -B« 
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Fig. 241. 


Die Gleichungen (I) liefern die Spannkräfte T" and die :Qlei- 
ehnngen (II) die Stützenwiderstände F. 

Zablenbeispiel. Für den in Fig. 242 dargestellten Fall einer 
regelmäüsigen 6-Eck-Eappel mit steifen Diagonalen sollen die Spann- 
kräfte 80 dargestellt werden, daüs der Einflnis jeder einzelnen Last er- 
kennbar ist. Mit den in der Figur angegebenen Zablenwerten erhält 
man für die obere Zone: 




fi, + 279Y, 
Qx + 279 T, 
— L. 


1^1 = 


Ij^ — Ri 


588 


l^ = 


+ 0,001 70 (fl, — Q^) + 0,474 (y, — Ti), 
+ 0,001 70 (ff, — 9,) + 0,474 (y» — Ti) 


\ht = -\- 0,001 70 (Äj — Öe) + 0,474 (y, — y«) 
5<i= — |J4—Ti= — 0,00170(JB^ — Q,) — 0,474 (y,—Yi) — Ti- 
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Für die zweite Zone ergibt mch 

L\=H,'+ 221 Y,'+ 187 (x, + ji,) + 309 (tj 

= jy,' + 221 Y,' + 137 (|Jii — ji, — Y,) + 809 |t, 

^1 = Qi + 221 Yi' + 187 (Xj + iJLg) 

= ft' + 221 Y,' + 137 (|JLe- |JL, - Yi)- 



T,'= 


V-i = 


X, = 


Flg. 142. 

— V= — ■^'— 0.238 (fl, — e,) 4- 0,758 (JT, — gj 

+ 21lYi— 137y, + 65Yj — 221Y,' 

^» — ^1 
809 

— 0,001 23 (Ä, — öj) — 0,000 29 (fi, — ö, + fli — 9,) 

— 0,001 24 (ff,'— 9,') + 0,252 (Y, — Yi) — 0,080 (Y, — Y«) 
-f 0,273(Y,'— Yi') 

— Ti'— l^'4-(Xi4-hi) 


221 


= — Ti'— t^i'+ iV-t — 1^1 — Ti) 


142 
22r 


+ 0,00029(Ä"j — Q,)— 0,002 32(if, — e,) + 0,00188(J3,—gg) 
— 0,001 24 (ja,' — ^/) + 0,080 (Yj — Y,) — 0,477 (Y, — Yi) 
H-0,385(Yx — Ys) — 0.273 (Y,'—Yi') — 0,643 Y,—Yi'- 
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Mit Hilfe dieser Formeln berechnet man die Werte x, (jl, x, [l 
für die gefährlichste Belastnngsweise und aas ihnen dann die Spann- 
kräfte S= X«, S' = xV, D = [Ldf D' = \Ld\ 

2) Berechnung der in Fig. 242 dargeetellten Kuppel nach dem Yer- 
fiahren von Mohr. Da es stets lehrreich ist, ein und dieselbe Aufgabe nach 
verschiedenen Verfahren zu behandein, so möge noch die von Mohr für dieses 
Zahlenbeispiel im Zentralblatt der Bau Verwaltung 1902, Seite 205, angegebene 
Losung wiedergegeben werden. 

Jede Enotenlast ist in drei Seiten- 
kräfte X, F, Z zerlegt-, die wagerechte 
Last X zeigt in der Richtung des EEalb- 
messers nach innen, die lotrechte Last Y 
nach unten; Z ist zur Ebene XY recht- 
winklig gerichtet und zeigt für einen 
aufsen stehenden Beschauer nach links, 
Fig. 248. Das folgende Verzeichnis ent- 
hält die Kosinusse der Winkel, die von 
den positiven Lasten X, F, Z mit den 
Pig, 248. von den Knoten 2 und 2' ausgehenden 

Stabstrecken eingeschlossen werden. Um 

mit ganzen Zahlen rechnen zu können, ist das Hundertfache der Eosinuswerte 

angegeben. 




Enot 

en 2 

Ä. 

St 

Knot 

m 2' 

D/ 5,' 

X 

+ 50 +50 

+ 8 

— 89 

+ 89 

+ 82 +50 

+ 50 

+ 24 —71 

Y 



+ 27 +45 

— 45 

— 27 



+ 29 +71 

Z 

— 87 +87 

— 96 





+ 51 — 87 

+ 87 

— 93 


Erteilt man dem Enotenpxmkte 2 gleichzeitig drei Geschwindigkeiten, die 
in der Eichtung und in dem Sinne der äufseren Eräfte X, F, Z die GröDsen 
£, T], C haben, so erhält man für den Enoten 2 die allgemeine Gleichgewichts- 
bedingung 

0=100(5X, + t,r, + C^,) + (50g-87 0r, + (50£ + 87 0!r, 
+ (8 5 + 27 T)- 96 Dl + (- 89 5 + 45 1)) fi;. 

Wir wählen zunächst die Werte £, iq, C so, dafs die Geschwindigkeiten der 
Eräfte T, und S^ verschwinden, diejenige der Eraft Ti aber gleich — 10000 wird. 

50g — 87;: = o 

— 89 g + 45 tj = 

50g + 87C = — 10000. 

Die ersten beiden Gleichungen drücken aus, dafs die resultierende Geschwin- 
digkeit des Enotens 2 zu den beiden Eräften T, und S^ rechtwinklig steht Da 
die drei Eräfte Tt, D,, Sf in einer Ebene liegen, so ist infolgedessen auch die 
Arbeitsgeschwindigkeit der Eraft Dj gleich Null. Die Gleichungen ergeben: 

g = — 100, ti = — 198, C = — 57. 


— 299 — 

Durch Einsetzen dieser Werte in Gleichung (I) erhält man 
(II) 100 Ti = — 100 X, — 198 r, — 57 Z, 
und nach demselben Bildungsgesetz 

(m) ioor, = — iooj:,— i98rs — 57 2^. 

Um femer Z>| durch Gleichung (I) zu bestimmen, lassen wir die Geschwin- 
digkeit dieser Kraft = — 10000 und die Geschwindigkeiten der beiden Kräfte T^ 
lind St gleich Null werden: 

3£ + 27t) — 96C = — 10000 

505 + 87 i:=o 

— 89E-}-^5ti = 0. 
"Wir erhalten 

g = -89, Ti = -176, C = + 51, 
also durch Gleichung (I) 

= — 89 JC, — 176 Yt + bVZt — 89 r, — 100 Z), 
und in Verbindung mit Gleichung (III) 

(IV) 100D, = 89(X, — JK,) + 176(r,-y,) + 51(Z, + 2i). 
Dieses Bildungsgesetz liefert auch 

(V) 100 A = 89 (JST, — -Yi) + 176 (Y, — Y^) + 51 (^ + ZJ. 
Man bestimmt endlich die letzte Kraft S^ durch Gleichung (I), indem man 
die Geschwindigkeit dieser Kraft = — 10000 und die Geschwindigkeiten der 
beiden Kräfte 7\ und T, gleich Null setzt: 

— 895 + 45 T) = — 10000 
505 — 87^ = 

50g + 87C = 0. 
Es wird also 

g = 0, Ti = ~222, C = 0, 

femer nach Gleichung (I): 

= — 222rt — 60D, — lOOSi 

und nach Gleichung (IV) 

(VI) ioos; = 53(JSi — js:,) — ii6r, — 106 r, — 8i(z; + zj. 

Damit ist die Berechnung der ersten Zone erledigt. 
Nun bildet man für den Knotenpunkt 2' mit Hilfe des Kosinusverzeich- 
nisses die allgemeine Gleicbgewichtsbedingung 

(Vn) = 100(5JS;' + tir,' + CZi') + (89 5 — 45ti)5, + (825— 27t) + 5U)2>i 
+ (50 £ — 87 r,' + (50 £ + 87 T/ + (24 £ + 29 1) — 98 C) D,' 
+ (-~7l£ + 71ti)5i'. 

Um hieraus die Stabkraft T/ zu berechnen, ist die Geschwindigkeit dieser 
Kraft =: — 10000 und die der drei anderen unbekannten Kräfte gleich Null 
zu setzen: 

50£ + 87C = — 10000 
50£ — 87C = 
— 7l£ + 71ti=0. 
Demnach ist 

£ = — 100, T) = — 100, C = — 57, 
also nach Gleichung (VIT) 

= — 100 Xt — 100 y; — 57 Z;' — 44 5i — 84 . Dl — 100 T/ 
und nach den Gleichungen (V) und (VI) 
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(Vni) 100ri' = 23X,+ AT 1\+UZ,— 98 X,— 97r, — 29Z, 

+ 75Xi + 148 Fl — 43 Zi — 100 X,' — 100 F,' — 57 Z/. 
Behufs Bereohnong von D^ sind g, i), (; so zu wählen, dafs 

24 g + 29 t) — 93 ? = — 10000 
50g + 87|; = 
— 71g + 7lT) = 
wird, u. 8. w. Wir überlassen es dem Leser, das Beispiel zu Ende zu rechnen. 

2 a) Es möge dasselbe Zahlenbeispiel noch nach einem dritten Ver- 
fahren behandelt werden. Setzt man für den Knotenpunkt 2 die Summen der 
nach den Richtungen X, F, Z gebildeten Seitenkräfte einzeln gleich Null, so 
erhält man mit Hilfe des Eosinusverzeichnisses die Gleichungen 

(a) 100X,-4-50(ri+r,)+ 8Z>, — 89 5, = 

(b) 100 r, +27 2>, + 45 5, = 
(o) 100Z, + 87(rx — r,) — 96 2>, =0. 

Da nun i>,, S^, T^ in ein und derselben Ebene liegen, so darf man bei der 
Berechnung von 7\ einer dieser drei Spannkräfte einen beliebigen Wert beilegen. 
Wir setzen Z>, ^ 0, führen in Gleichung (a) den aus (b) folgenden Ausdmck 

5^ = -r^ Fj ein, und finden dann aus den Gleichungen: 

40 


(d) 


50 ~ ~ ~ 50 45 * 
^^Z,+ T,-T, =0 


den Wert 


100 ri = — lOOX, — 198 Y^ — blZ^. 
Hieraus folgt auch 

100 r, = — 100 x, — 198 r, — 57 z,. 

Nun ergibt sich aus Gleichung (c) die nur noch die unbekannte D, enthäl 
100 D, = + 90 (Xs — X,) + 179 (F, — r,)+ 52 (Z, + Z^)*) 
und aus Gleichung (b): 

100 Si = 54 (X, — X,) — 114 r, — 108 r, — 81 (Z, + Z,). 
Ganz ebenso verfährt man am Knotenpunkte 2\ 

3) Die in Fig. 244 im Grandrifs dargestellte, oben darch acht 
zu einer Spitze zusammenlaufende Eippen geschlossene Kuppel läüst sich 
aus der offenen Kuppel wie folgt herleiten. Man sohlieüst die Spitze 
durch drei Stäbe an den obersten Bing an, fügt die fünf Stäbe Z^ 
Z^, Z^, Z^, Z5 hinzu und beseitigt dafür fünf andere Stäbe. In Fig. 248 
sind wir von einer Kuppel ausgegangen, deren FuTsring in sämt- 
lichen acht Knotenpunkten in geraden Linien geführt wird. Wir haben 
drei Führungen und zwei Diagonalen beseitigt. Die weggenommenen 
Auflagerstabe und Diagonalen führen wir als Ersatzstäbe wieder ein 


♦) Infolge der Abrundungen der Werte 6, tj, ^ weichen die unter 2) gefun- 
denen Ziffern von den jetzt erhaltenen etwas ab. Die jetzt auf küizerem Wege 
gewonnenen Werte sind die genaueren. 
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und berechnen die unbekannten Z^ bis Z^ aus den Bedingungen 
i?8'— V=0, i?/ — i?/=0, Fi = 0, i^3 = 0, F, = 0. 



Fig. 244. 


Ganz ähnlich wird die in Fig. 245 abgebildete Kuppel mit einem 
durch vier Querriegel yersteiften Schlufsring berechnet. Die Spann- 



Flg. 245 
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kräfte Z^j Z21 Zj, Z4 der Qaerriegel ergeben sich aas den Gleichungen 
i?/— L3'=0, i?/— V=0, /?/— V = 0, Äg'— L/ = 0. 

In Fig. 246 ist noch gezeigt worden, dafs man bei Kuppeln der 
hier betrachteten Art in gewissen Sonderfällen die Anzahl der Z- Stäbe 
erniedrigen kann. Die dargestellte Achteck -Kuppel hat nur zwei 
Geschosse. Nur an drei Knotenpunkten des FuJCsringes greifen wage- 
rechte Auflagerstäbe (45, 48, 51) an."^) Es wurden drei Z-Stäbe ein- 
gefUhrt, denen die drei wagerechten Auflagerstäbe 44, 47 und 50 als 
Ersatzstäbe entsprechen. 



Fig. 246. 

4) Es möge daran erinnert werden, dafs die ganze hier vor- 
getragene Berechnung räumlicher Fach werke an die Annahme gelenk- 
artiger Knotenpunkte gebunden ist. In Wirklichkeit aber haben wir 
es stets mit steifen Knotenpunkten (Niet- oder Schraubenverbindungen) 
zu tun, deren Berücksichtigung auf ganz erhebliche Schwierigkeiten 
stöfst und praktisch nicht gut durchführbar ist. Bei den bekannten 
Schwedler kuppeln mit Ringen von gröfserer Seitenzahl ist nun die 
Steifigkeit der Knotenpunkte von so grofsem Einfluls, dafs die An- 
nahme von Gelenken unzulässig ist; sie liefert viel zu grofse Spann- 


•) Wir haben hier dieselbe Darstellungsweise gewählt wie im § 28. 
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krilfte. Flache Kappeln mit niedriger Laterne werden meistens nach 
den dorch die Erfahrung als genügend sicher bestätigten einfachen 
Schwedlerschen Formeln die man u. a. in dem bekannten Taschen- 
bnche der Hütte findet, berechnet. Für eine gröfsere Enppel mit 
hoher Laterne ist aber die Schwedler sehe Berechnnngs weise schon 
deshalb nnbranchbar, weil sie gar keinen AnfschluTs über die sehr ins 
Oewicht fallende Wirkung des Winddrucks gibt. Soll hier die Berech- 
nung ohne zu grofse Schwierigkeiten durchführbar sein, so vermeide 
man Ringe mit gröfserer Seitenzahl.*) 


§ 30. 

Die elastischen Terscliiebimgen der Knotenpniikte. 

1) Die allgemeine Untersuchung der Formänderung eines statisch 
bestimmten, räumlichen Fachwerks führen wir nach einem Yerfiahren 
aus, welches sich eng an die im § 25 gezeigte Ermittlung der Spann- 
kräfte anschlieM. Wie dort, fassen wir auch hier zunächst ein Fach- 
werk einfachster Art ins Auge, d. h. ein Fach werk, dessen Knoten sich 
an eine Gruppe ruhender Stützpunkte in der Weise anschliefsen lassen, 
dafs jeder neu hinzutretende Knotenpunkt durch drei Stäbe, deren 
Achsen nicht in dieselbe Ebene fallen, festgelegt wird. Die Bestim- 
mong der Spannkräfte eines solchen Fachwerks geschah durch Lösung 
der einfachen Aufgabe: 

Drei in einem Punkte angreifende Kräfte 5^, S^^ S^, deren 
Richtungen bekannt sind, so zu bestimmen, dafs sie einer eben- 
falls in jenem Funkte angreifenden gegebenen Kraft das Gleich- 
gewicht halten, 
und die Darstellung der Formänderungen läüst sich auf die ebenso 
einfache Grundaufgabe zurückführen: 

Ein Punkt d ist mit drei Punkten a, &, c durch elastische, 
nicht in derselben Ebene liegende Stäbe yerbunden. Die Ver- 
schiebungen der Punkte a, b, c und die Änderungen A^^, A^j» 
A«3 der Stablängen s^ a^, s^ sind bekannt; gesucht wird die 
Verschiebung des Punktes d» 
Ein Stabgebilde von anderer als der oben angegebenen Erzeu- 
gungsweise verwandelten wir behufs Berechnung der Stabkräfte durch 
Wegnahme von Stäben und Hinzufügung einer gleichen Anzahl neuer 
Stäbe in ein Fach werk einfachster Art, brachten die Spannkräfte Z«, 


*) Die Ringe der vom Verfasser konstruierten, 35,65 m weit gespannten 
Kappel des Berliner Domes sind regelmäfsige Achteck^. Siehe Zeitsohrift des 
Vereins deutscher Ingenieure 1898, Seite 1205. 
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2r», Zc . . . . der beseitigten Stäbe als äulsere Kräfte am Fach werk 
an, drückten hierauf die Spannkräfte (Y) der Ersatzstäbe dnrch die 
gegebenen Lasten nnd die Kräfte Z ans nnd setzten schliefslich die 
Spannkräfte Y=0. Wir gewannen hierdurch die zur Berechnung der 
Z- Kräfte erforderlichen Gleichnngen* 

Im Anschlnfs hieran läist sich auch die Darstellmig der Form- 
ändeiTingen für den Fall yerschwindend kleiner A«, auf den wir uns 
hier beschränken, yerallgemeinem. 

Die Längen der beseitigten Stäbe seien z^, Zi,, z^ , die 

Längen der Ersatzstäbe y\ y\ y" .... Schreibt man den letzteren 
zunächst die willkürlichen Änderungen Ly\ ^y\ Ly" ... zu, so er- 
hält man für die Verschiebung h^^ welche irgend ein Knotenpunkt m 
nach einer bestimmten Bichtung erfahrt (d. i. die Projektion der Ver- 
schiebung des Punktes m auf jene Richtung), einen Ausdruck von 
der Form: 

(40) 8. = 8,0 + 8«'Ay + 8-"Ay" + 8„"'Ay "+ , 

worin S^^ den Wert von h^ für den Fall bedeutet, dafs die Längen- 
änderungen A^ sämtlicher Ersatzstäbe gleich Null angenommen werden, 
während 8^', 8^". ... die den Zuständen Ay =1, Ay"=l, . . . 
entsprechenden Werte von 8. Yorstellen. Und in gleicher Weise er- 
geben sich für die Änderungen A^r«, A^r^, der Knotenpunkt- 

entfemungen z^^ Zj, die Ausdrücke 

A^f. = Ao ^a + ^'^.^y + A'X Ay" + A'"«a Ay " + . . . . 
Ajgfft = Ao a-j + b!zj,^y + A"2?j Ay" + bl^z^Ly" + . . . . 


(41) 


Da nun aber die Längenänderungen Asr«, A^^ . . . . der Stäbe 
Zat Zj, , , . , bekannt sind, so lassen sich die Ay mit Hilfe der Yor- 
stehenden Oleichungen berechnen, und damit sind dann auch die Ver- 
schiebungen 8. bestimmt«! 

Dabei ist zu beachten, dais die Verschiebungen h^^ hj\ 

^'zai £^'zj,j .... von den Lasten und Temperaturänderungen unabhängig 
sind, und daüs nur die 8^ und 6^z für jeden neuen Belastungs- und 
Temperaturzustand von neuem berechnet werden müssen. 

Wir haben in der vorstehenden Darstellung unseres Verfahrens 
der Kürze wegen nur von Stäben gesprochen. Stützenwiderstttnde 
müssen also in der bekannten Weise durch AuHagerstäbe ersetzt 
werden, deren Längenänderungen gleich den Verschiebungen der Stütz- 
punkte sind. Nach festen Punkten führende Ersatzstäbe spielen die 
Bolle Yon Auflagerstäben. Anstatt zu sagen, die Länge y eines Stabes, 
der einen Fachwerksknoten a mit einem festen Punkt f verbindet, 
ändere sich um Ay, darf man natürlich auch sagen: die Projektion 
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der Verschiebung des Panktes a auf die feste Bichtnng fa ist gleich 
Ay. Die Auffassung unbekannter äuTserer Kräfte als Stabkräfte und 
der Verschiebungen ihrer Angriffijpunkte als Längenändernngen von 
Stäben gestattet aber eine sehr kurze Aussprache der allgemeinen 
Gesetze, da man es nur mit einer Art von Unbekannten zu tun hat. 

2) Die naheliegendste und älteste Lösung der auf Seite 304 an- 
geführten Grundaufgabe ist wohl die folgende* 

Sind Xaf 1/4, Za ^^^ ^09 Vai ^a die rechtwinkligen Koordinaten 
zweier durch einen starren Stab verbundenen Funkte und 8^ die Länge 
des Stabes da^ so erhält man durch Differenzieren der Gleichung 

(42) (^x^ — x,Y^{y, — yaY + {z^ — z,y = s\ 
die Bedingung 

(43) {Xa — x^ (Ax« — Axrf) + (y. — yj (Ai/, — Ay^) 

— («a — Zd) {^Za — A^d) = «1 • A«i . 
Ist also d durch drei Stäbe an die Punkte a, b, c angeschlossen, 
deren Verschiebungen Ao:, Ay, A^ bekannt sind, so stehen zur Berech- 
nung der Verschiebungen ^x^, Ay«, A^^ drei lineare Gleichungen zur 
Verfügung. 

3) Zweckmäfsiger ist in der Begel die folgende Lösung der Grund- 
aufgabe; sie bestimmt jede Verschiebung nach einer festen Richtung 
mit Hilfe einer einzigen Gleichung. 

Wird die Projektion S der Verschiebung des Punktes d auf eine 
feste Bichtung d — r gesucht, so belaste man den Punkt d mit einer 
von d nach r gerichteten Kraft P= 1, bringe in den Punkten a^ h, c 
die mit den Achsen der Stäbe «j , s^, «3 zusammenfallenden, der Kraft 

P= 1 das Gleichgewicht haltenden Kräfte 5^, S^, S^ (welche nicht 
mit den wirklichen Spannkräften Si, S^^ S^ zu verwechseln sind) an 
und berechne 5 mit Hilfe des Gesetzes der virtuellen Verrückungen. 
Bedeuten bat ^6* S« die Projektionen der Verschiebungen der Punkte 
a, 6, c auf die Geraden (2a, db, de, so ergibt sich die Gleichung 

(44) 1 . S + s;'8, + ä"», + ^8, = ^ A»i + ^A5, + Si A*3 , 

welche nur die Unbekannte 8 enthält. 

Ist der Stabbüschel auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, 
y, z bezogen, und sind die Seiten Verschiebungen der Punkte a, 6, c, d 
nach der Richtung der x-Achse: ^a, ^, ^«, ^<,, 

» » » J» y" » 'hai '^b'i 'hei 'hdi 

»» « n » ^" » «•» ^6) w«» fe<J» 

sind ferner ^1.«, iSiy, iSi.« die den Achsen x^ y^ z parallelen Seiten- 
kräfte von i9| u. s. w., so i8t 


(45) 5 8. = 5,.,$, + ^iyTqa + 5,..?„ 

Müller-Breslau, Die d eueren Methoden der Festigkeitslehre. 20 
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und in gleicher Weise lassen sich auch die Glieder S^ S», ^3 8« um- 
formen. Indem man nun Gleichung (14) der Reihe nach für eine nach 
den Bichtungen x, y, z angreifende Kraft P = 1 anschreibt, findet man 
die gesuchten Seitenverschiebungen ^d, ir)^, ^^ des Punktes d. Die Ein- 
führung rechtwinkliger Koordinaten ist aber nicht erforderlich; sie ist 
sogar nicht einmal immer zweckmäljsig. Man kann die Verschiebung 
des Punktes d auch durch drei beliebig gerichtete Projektionen h be- 
stimmen. 


§ 31. 

Einematiscke Ermittlung der StabkrSfte. 

1) Auf ein statisch bestimmtes Fachwerk mögen in den Punkten 
1, 2, . . . m . . . gegebene äulsere Kräfte P^, Pj, . . P^ .... von 
beliebiger Richtung wirken. Es soll die Spannkraft Sn^ irgend eines 
Stabes ih, dessen Länge = 9<jt sei, in der Form 

SiJc =Pi -Pi + /'s -P2 + . . +i>m P« + 

dargesteUt werden, wo Pi, p^, . . p^ • - ' - Zahlen bedeuten, welche 
Yon den Lasten P unabhängig sind und den Namen Einflufszahlen 
führen. 

Zur Lösung dieser Aufgabe verwandeln wir das steife Fachwerk 
durch Herausnahme des Stabes tA: in eine zwangläufige kinematische 
Kette, bringen in den Punkten t und k zur Wiederherstellung des ge- 
störten Gleichgewichts die Kräfte 84 k als äufsere Kräfte an, schreiben 
nun dem Punktepaar ik eine verschwindend kleine gegenseitige Ver- 
schiebung Air^it zu* ermitteln die hierdurch bedingten Verrückungen 
sämtlicher Knotenpunkte und wenden schliefslich auf diesen Bewegungs- 
zustand das Gesetz der virtuellen Verrückungen an. Wir erhalten dann 
die Gleichung 

(46) Ä,;fcA5a = i'i8i +P«82 +... + P«8^ + ...., 

in welcher S,, 5,, ... die Projektionen der Verschiebungen der Punkte 
1, 2, .... auf die Richtungen von P^, Pj, ... P«,» .... bedeuten 
und finden die gesuchten EinfiuTszahlen mittels der Beziehung 

Pm = -7 

Die Aufgabe der Berechnung der Einflufszahlen ist hiemach nur 
ein einfacher Sonderfall der im vorigen Abschnitt behandelten Dar- 
stellung der elastischen Verschiebungen. Dort handelte es sich um die 
Ortsveränderung der Knotenpunkte infolge von Längenänderungen samt- 
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lieber Stäbe; bier wird nacb dem Einfluls einer einzigen willkürlicben 
Längenändenmg iiStj, gefragt. Setzt man ä8ij,= i^ so erhält man 

Pm ■""" ^m* 

2) Das kinematische Verfahren ist besonders vorteilhaft fdr die 
Berechnung von solchen Fachwerken, die durch Beseitigung yon n Stäben, 
deren Längen ^|, z^ . . . z^ seien, und durch Einfügung von n Ersatz- 
stäben in Fachwerke der einfachsten Art verwandelt werden. Man 
schreibe den Ersatzstäben zunächst willkürliche Längenänderungen Ay 
zu, und stelle nach § 29 die Verschiebungen sämtlicher Knotenpunkte 
und die in ihrem Gefolge auftretenden Änderungen ükz^^ Aje^^» • • ^^» 
der Knotenpunktentfernungen ^i, jer^, . . . £r^ als Funktionen der 
Werte Ay dar. Zwischen den n willkürlichen Werten A^ und den 
n Werten A^r bestehen n lineare Gleichungen. 


Wählt man nun 

A^fj = 1, A^2 = Aeg = A-g'4 = . . . = A2„ = 0, 

so lassen sich mit Hilfe dieser Bedingungen diejenigen besonderen 
Werte jener n Verschiebungen Ay berechnen, welche den Bewegungs- 
zustand einer kinematischen Kette bestimmen, in die das Fach werk 
durch die Beseitigung eines einzigen Stabes, des Stabes ^i verwandelt 
wird. Zwischen der Spannkraft Z^ des Stabes z^, den gegebenen 
äufseren Kräften K^ P, Q, und den Projektionen der Ver- 
rückungen kj p, q, der Angriffspunkte dieser Kräfte auf die 

Richtungen dieser Kräfte besteht dann die Gleichung 

Zi = Kk + Pp + Qq + 

Hat man auf diese Weise die Kräfte Z berechnet, so erfolgt die 
Ermittlung der übrigen Stabkräfte und der Stützenwiderstände in der 

20* 
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Regel am schnellsten mit Hilfe der Oleichgevrichtsbedingongen fflr die 
einzelnen Knotenpankte. 

In den folgenden Beispielen werden wir die Verschiebungen nach 
dem im § 29 unter 3) angegebenen Verfahren berechnen. Für die 
Knotenpunkte der ebenen Fnüsringe soll von dem Satze Gebrauch ge- 
macht werden: Stellt man die verschwindend kleinen Verrückungen 
der Endpunkte a und b eines starren Stabes nach GrOlse und Richtung 
durch die Strahlen Oa und Ob' dar, Yig, 247, so muTs ab' J_ ab sein, 
well die Projektionen von Oa' und Ob' auf die Stabachse gleich grofs 
sein müssen. Sind also die Verschiebungen Oa' und Oc der End- 
punkte zweier im Knoten b zusammenhängenden Stäbe bekannt, so findet 
man die Verschiebung Ob' des Punktes b mit Hilfe von a'b' J^ab und 
e'b' JL cb. 

3) Erstes BeispieL Es liege das in Fig. 248 im Grundrifs dar- 
gestellte Fach werk (System der von Zimmermann konstruierten 



Fig. 248. 


Reichstagskuppel) vor. In den Knotenpunkten I, II, III, IV greifen 

lotrechte Lasten P^, Pj» • • • ^^^ wagerechte Lasten H^ Q^ H^tQf, 

in den Knotenpunkten des FuTsringes wagerechte Lasten Tf\, K^, 


an 


TFo, ifo, Die Höhe des Fachwerks sei h. 


Es werden die vier Stäbe des oberen Ringes beseitigt und dafür 
vier Bewegungsfreiheiten eingetauscht. Als vorläufig willkürliche Ver- 
schiebungen sollen die Verrückungen k^, k^, k^, k^ der in Graden 
geführten FuTspunkte 1, 2, 8, 4 im Sinne der daselbst angreifenden 
gegebenen Lasten K^, K^, K^, K^^ eingeführt werden. 
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Durch kl und /r^ ist die Verscfaiebang des Stützpunktes (1) 
bestimmt. Stellt man /Tj und k^^ durch die Strecken Oi*^ und 04' 
dar (Fig. 249), so ist die Verschiebung to^ = 0(1)' von (1) durch 

die Bedingung l'(l)' _L 1(1) gegeben. 
Man findet 


[1] M^i = — Äi -^ , M^, = — k^ -^, tc^ = 


k ^ w — — k -* 


il)^ — ^-9 ^ — ^ 



of 


^2 ^1 

und ist nun im stände, die Verschiebungen der dreistäbig an den FuTs- 
ring angeschlossenen Knotenpunkte I, II, III, IV im Sinne der in 
diesen Punkten angreifenden senkrechten La- 
sten P und wagerechten Lasten Q und H an- 
zugeben. Es mOge dies hier mit Hilfe der bereits 
auf Seite 271 benutzten Gleichgewichtsbedin- 
gungen geschehen; sie lauten für den Knoten- 
punkt I (mit den Bezeichnungen Ai= H^ -\- Z^ 
und JBj = ^1 +^2) 

fSi_ P, B, 


Fig. 249. 


[2] 


»1 


dl h a^ 

r. ~^ h 


6, 






Da nun die Projektionen der Stablftngen «^, d^, r^ auf die Ver- 
schiebungen kij k^, Wi ihrer Fuüspunkte der Reihe nach gleich &i, 69, 2^2 
sind, so sind die Projektionen der durch P^ = 1 erzeugten Kräfte Sj , 
D, und Ri auf jene Verschiebungen gleich 


^ 


^2 &i 


h a. 


• h ai 


und man erhält daher für die der Kraft P^ zugeordnete Verschiebung p^ 
des Knotenpunktes I den Ausdruck 


[8] />! = 


4-Ä.-% 


h 


Ä4 + 


6j 61 


/» a. 


tr 


1» 


und ebenso findet man für die Verschiebungen im Sinne der Kräfte 
Qi und Hl die Werte 

[4] ?x=-^Ä,-^*, + (l + A.)., 


[5] 


6, 


tr 


rti 


ai 
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Werden die w durch die k ausgedrückt, so ergeben sich die fol- 
genden Formeln [6], ans denen die Formeln [7] bis [9] durch Yer- 
tauschung der Zeiger entstehen. 


[7] 


[»] 


[9] 


Pi 


^_h.h.k.- 


[6] <3i = 


*i = 


h Ol 


K 


K 


h 

6. 


a, 


h 

"•4 




a, 


K 


P2= — 


Qi = 


ho= — 


^1 *« 


h a« 




6. 


a, 


Äl- 


Kq 


P3= — 

?3 = — 
Ä, = — 


h^ 6, 


'2 

7» a 


K — 


h 


1 


K 


Ka "~~~ 


«1 

&2 


a. 


^2 




- i- k. 


Ka ' 


^2 




Pa = 


?4= — 


K = 


h h ^^ 


h a« 


8 


«2 

^1 


a« 




A»- 


a« 


K^> 


Die Enotenpunktentfemungen / I/, /i ///, 77/ /K und IV I 
ändern sich infolge dieser Verschiebungen um 

[10] A^j = — j, — Äj, A^3 = — gg — A3, ^z^ = —q^ — A4, 

As?! = — J4 — Ä, , 

und es ergeben sich daher die folgenden Beziehungen zwischen den 
Gröfsen ^z und k\ 
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[11] 


k. -^ + ifc, -^ (2 + e) + Ä:^ -^ = A-^, 


a. 






t 


, ^ (2 + e) + Äj -^ = A^3 




a 


wo 


^ 




ai 


a. 


ö* 


Addiert man die dritte Gleichung zur ersten, die vierte zur zweiten, 
und subtrahiert man die dritte von der ersten, die vierte von der 
zweiten, so entstehen die folgenden beiden Gruppen von Gleichungen 


[12] 


6j 


= Ä£j + A«4 


(fci + Äs)e 


+ i.h + K) -T- (2 + 5) = A^3 + A.-, 

Ol 


h 


[13] 


(^1 — Äs) -T (2 + £)+(**— *4)^ 


= Aa 


A^4 


(Ä, — fr,}s 


+ (Ä« - Ä*) y (2 + s) = Az, — A^, 


WO 


• a, 


^1 


ai 


Für die Nennerdeterminanten der Gleichungen [12] und [13] er- 
geben sich mit den Bezeichnungen c^ = a^ + h^ und Cj = «j + h^ 
die einfachen Ausdrücke 

(2 + e)^-e« = 4(l+e) = -t^''^"^^^ 


«1«« 


(2 + e)« — e^ = (2 4- e + e) (2 + e - i) = ^- '^'' , 

und man gelangt nach einer kurzen Zwischenrechnung zu dem fol- 
genden Ergebnis. 

Man berechne die drei Zahlen 
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and aas diesen die vier Zahlen 


r,^i r* = T — «. v = — ß — Y + 0,5 


um dann zu erhalten 


[16] 


^ 


ki= — \^^^ — JJL A^3 -}- -r^ (v A^g + ^ ^^4) 

^2 = — p- A^j — X A^4 + -^ (v A^3 + 5 A^rJ 

^« 

Ä:s = — XA^s — ^l.A^l +-^(vA;e'4 +$A£r,). 

Nach dieser einfachen Untersuchung kann man den EinfluDs der 
einzelnen Lasten P, Q^ H, if, W auf die einzelnen Stabkräfte schnell 
angeben. 

Wird z. B. die Spannkraft Z^ des Stabes IV I gesucht, so handelt 
es sich um die Verschiebungen der Knotenpunkte einer durch Beseiti- 
gung des Stabes z^ aus dem Fachwerk abgeleiteten zwangläi]^figen 
kinematischen Kette. Alle Stäbe dieser Kette sind starr anzunehmen, 
es ist also ^a^ = ^z^ = ^z^= zu setzen. Über die eine Be- 
wegungsfreiheit der Kette wird durch die Festsetzung A^r^ = 1 verftlgt, 
um Zi in der Form 

Zi = S Pi? + S ^g + 2 ifÄ + 2 Ww + :2Kk 
darzustellen. Man findet aus [16] ' 

h h 

A:4 = -^v, ki= — \ fc, =-^$, k^ = — fi. 

und kann nun mit Hilfe von [1] und [6] bis [9] alle übrigen Ver- 
schiebungen tüif pi, qi , . . . berechnen. 

Ist z. B. 61 = 3,0*", b^ = 5,0* aj = 4,0", a, = 6,0", ä= 4,0", 
so ergibt sich 


OL = 


1 


308 


ß = 


17 


154 


7 = 


19 


248 


X =0,0734, [J. = 0,0799, v = 0,3130, $ = 0,0388, 

A4 = + 0,1878, Ä:i= — 0,0734, Ä2 = + 0,0203, ^3= — 0,0759, 

und man erhält die in dem folgenden Verzeichnis angegebenen, auf 
2 Stellen abgerundeten Verschiebungen k, w, p . . . ,: 
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• 


^ 

IT. 

Pm 

^« 

. h. 

m=l 
m — 2 
m 8 
»1=4 

— 0,07 
+ 0,02 

— 0,08 
+ 0,19 

+ 0,04 
-0,03 
+ 0,05 
— 0,31 

— 0,08 

— 0,00 
f 0,09 

— 0,38 

— 0,02 

— 0,03 
+ 0,12 
-0,82 

— 0,18 
+ 0,02 
+ 0.08 

— 0,12 


Danach ergibt sich 

Zi = — 0,07 K^ + 0,02 K^ — 0,08 K^ + 0,19 K^ 
+ 0,04 TT,— 0,03 W^ + 0,05 TF,— 0,31 W^ 

— 0,08 Pi — 0,00 P, + 0,09 Pj — 0,88 P^ 

— 0,02 öl — 0,03 Q^ + 0,12 Ö3 — 0,82 ^^ 

— 0,18 H^ + 0,02 ^, + 0,03 H^ — 0,12 H^, 

Damit sind auch die Bildangsgesetze für Z^, Z^ und Z^ gegeben. 

Nach Berechnung der Spannkräfte Z in den vier Stäben des 
oberen Ringes lassen sich die übrigen Spannkräfte und die Stützen- 
widerstände ohne weiteres mit Hilfe der Gleichungen [2] und der ein- 
fachen Gleichgewichtsbedingungen für die Knotenpunkte des FuTsringes 
angeben. Es bietet aber auch keine Schwierigkeit, alle diese Un- 
bekannten kinematisch zu ermitteln. 

Handelt es sich z. B. um die Spannkraft D|, so müssen die 
Knotenpunktverschiebungen für den Bewegungszustand Ld^ = \ berech- 
net werden. Da nun die Kräfte Pj = 1, ^^ = 1, Pj = 1, jede für 
sich allein, im Stabe d^ die Spannkräfte 

h-i dl hl dl dl 

h a^ h^ eil ^1 

hervorrufen, so erzeugt Acf^ = 1 die Verschiebungen 

Pi = r^T"^» ?i = — irT~l» ^1 — — 


h a 


h 


und die Formeln [6] gehen über in 

(2 + - 
V a 


[6 a] 


?i= — 


*i = - 




a 




- &i- 



«1 

\ 

dl 

h 

^1 

\ 

dl 

h 

Qi 


^1 


1 


Die Gleichungen [7], [8], [9] und die Gleichungen [1] bleiben 
ungeändert, und die Bedingungen [10] liefern, da alle A? gleich Null 
gesetzt werden, vier Gleichungen, die sich von den Gleichungen [11] 
nur dadurch unterscheiden, daüs an die Stelle von 
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Ae,, Azg, A«^, A^i 
der Reihe nach die Werte treten 


6. 


A-, 0.0.-^ 


Darans folgt aber, dais Aäj = 1 die Verschiebungen eneagt: 


fc, = (X — v) 


dl 


dl 


K 


_ ^ 


K 


fc, = (|i. — $)-' 


a, 


Ar,= 


«^2 


Es sei noch darauf hingewiesen, da£s sich auch der EinflnijB der 
elastischen Längen&ndemngen der Stäbe auf die elastischen Verschie- 
bungen der Knotenpunkte mit Hilfe der bei der Berechnung der Spann- 
kräfte gewonnenen Zahlenwerte schnell verfolgen l&fst. 

Zweites BeispieL Der obere Ring des in Fig. 250 dargestellten 
Fachwerks sei ein regelmäfsiges n-Eck, die Seitenfache bestehen aus 
Rechtecken und gleichschenkligen Dreiecken. Es genügt, das Bildungs- 
gesetz für Zi durch Untersuchung des Bewegungszustandes Ajer^ = 1 
zu ermitteln. 

Die Beziehungen zwischen den Spannkräften S^, Dj, B^ und den 
in 1 angreifenden Kräften Pj, 5j = ^j + Zj, ^j = Äj -f- Zi lassen 
sich wieder mit Hilfe der Momentengleichungen ohne weitere» hin- 
schreiben (siehe Seite 268). Die Längen der drei Stäbe seien 8, 8, d, 
die Höhe des Fachwerks sei h; die tLbrigen Bezeichnungen sind aus der 
Fig. 251 zu ersehen. Man findet 

Si^__Pi ± jßi 

8 ~ h 


(a) 


/?! 


P, 

1 

8 

- + 

1 
h 

Dl 


Pl 

d 


h 


l 

f 




a 


a 

A 

a 


Da nun die Projektionen der Stablängen «, «, d auf die Rich- 
tungen der Verschiebungen /r, , w^, k^ ihrer FuGspunkte gleich h sind, , 
und da sich Wi= — k^ ergibt, vergl. Formel [1] auf Seite 310, so 
erhält man für die Verschiebungen p^ , q^y hi des Punktes 1 die Werte 


h \ l f m) 


(b) 


Pi = 


?i = 


h^= h 


l 


c e a / 


f 


( 





*, 


a 


— --) 
a / 
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und damit sind auch die Verschiebungen der übrigen Knotenpunkte 
des oberen Ringes bestimmt. Beispielsweise wird 


\ a a y 



_ Jr. 


Fig. 251. 
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Nun erhält man 

A^, = — ^j — Äg 

Multipliziert man diese Gleichung mit -r- und beachtet, dafs 

b 

a a -j- c 

e c 

ist, so erhält man die Beziehung 

wo 

2a 

9 = - • 
e 

Der Verschiebnngszostand A^^ = 1, t^z^ = £iz^ .... A^„ = 
wird also durch die Gleichungen beschrieben*) 

Ä- +9^1 +A;, = 
Ä, +9Ä, +Ä-3=0 


A:..i + 9Ä- +^'i=T 


Die Auflösung geht stets schnell von statten. Für n = S erhält 
man mit den Bezeichnungen 

„_ ^ « ft_ ^ 


2(9«— 4) b ' '^ 2(9^—2) 6 
die Werte**) 


*) Die linken Seiten dieser Gleichungen haben dieselbe FonU) wie die von 
Herrn Zimmermann in seinem Buche über Raumfach werke auf Seite 61 zur 
Berechnung der Werte D:d eines sechseckigen Kreisfaohwerks gefundenen 
Gleichungen 109. 

**) Um die acht Gleichungen aufzulösen, addiere man die 5. zur 1., die 6. 
zur 2. u. s. w. und subtrahiere die 5. von der 1., die 6. von der 2. u. s. w. Man 
erhält dann vier Gleichungen mit den Unbekannten opi = A^i -f- ^S7 x^ =^ kf -{- k^. 
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k^ — Äjj — 


&, = - 


a — ß 

a + ß 


2a 

9 

2^3 


9 


9^1- 


Nach Berechnung der Spannkräfte Z findet man die tLbrigen 
Spannkräfte und die Anf lagerwiderstände mit Hilfe der Gleichungen (a) 
und der leicht zu findenden Gleichgewichtsbedingungen für die Knoten- 
punkte des Fuisringes. 

4) Als lehrreiches Übungsbeispiel empfehle ich dem Leser auch 
die Untersuchung des in Fig. 252 angegebenen unregelmäfsigen Fach- 
werks mit wagerechten Bingen und rate, die Verschiebungen P\^ q\^^i^ 
i'si 92> ^s * • - sowohl auf dem in den vorstehenden Beispielen ein- 
geschlagenen Wege, als auch nach 
einem geometrischen Verfahren zu 
bestimmen, das auf der Lösung der 
folgenden Aufgabe beruht. 

Ein Knotenpunkt 4 sei mit drei 
in einer Ebene liegenden Knoten- 
punkten 1, 2, 3 durch starre Stäbe 
verbunden, deren Längen s^ 8^^ 8^ 
seien (Fig. 258). Die Punkte 1, 
2, 8 bewegen sich in der Grund- 
riXsebene und erfahren gegebene, 
durch die Strecken ö'l', 0'2\ 0'8' 
dargestellte verschwindend kleine 
Verschiebungen; gesucht ist der 
Grundriüs ö'4' der Verschiebung 
des Punktes 4. Man lege durch 
die Punkte l', 2', 3' des Verschiebungsplans die Geraden {8^'), {8^\ 
(^3 )» welche senkrecht auf den ihnen entsprechenden Richtungen Sy^, 
«2 7 ^3 der Stabgrundrisse stehen, und bestimme den Schnittpunkt 1 • 2 
von {8^') und {ß^) und den Schnittpunkt 2 • 8 von {8^') und («3'). 
Zieht man dann durch 1 • 2 und 2-8 die Geraden (nj . ,) und (n, . 3) 



Fig. 252. 


a:8=A:8+*7i x^=^k^-\-k^ und vier Gleichungen mit den Unbekannten yi=ki — ätö, 
y,=A:, — Are, y^=ik^~-k^^ y^=^k^ — k^. Aus der ersten Gruppe von Gleichungen 
lassen sich nun in deraelben Weise zwei neue Gruppen von Gleichungen mit den 
Unbekannten a?i+a:8, »1+3:4, und ar, — «s, x^ — x^ bilden und in derselben 
Weise wird auch mit den y verfahren. 
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senkrecht zu den Verbindangslinien n^ . 2 tind n^ . 3 der Knotenpunkte 
1, 2y 3, so schneiden sich diese beiden Geraden in dem gesuchten 
Punkte 4\ Um dies zu beweisen, nehmen wir zunächst an, 4 liege 
in der GrundriCsebene und sei nur an 1 und 2 angeschlossen. Seine 
Geschwindigkeit ist dann durch die in l' und 2' auf s/ und 8^' er- 
richteten Lote bestimmt, und es fällt 4' mit dem Punkte 1 • 2 zu- 
sammen. Lassen wir nun 4 aus der GrundriJGsebene heraustreten, so 
bleibt die Projektion der Geschwindigkeit O'A' auf die Richtung der 
Geraden n^ . 2 ungeändert, weil eine in 4 parallel zu n| . 2 angreifende 
äufsere Kraft Q nur in den beiden Stäben 8^ und «2 Spannkräfte er- 




•--"'' (^^2.3) 


h1 
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zeugt und zwischen diesen Spannkräften und ihren Projektionen auf die 
GrandriJGsebene die Beziehung besteht 


^1 _^/_._ .^ . — _ 


s. 


s. 


«, 


& 


'2 


s,' 


S 


/ 7 


2 


WO Wj . , die Länge der Strecke 1 — 2 bedeutet. Daraus folgt nun, 
dafs 4' in der Geraden (n^ «2) Hegt, und ebenso wird bewiesen, dafe 
4' auch der Geraden («2 's) apgehört. Kennt man nun den Grundrils 
0'4' der Verschiebung des Punktes 4, so kann man auch den Aufrifs 
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4 schnell angeben. In Fig. 253 wurde die Anfrüjsebene durch den 
Stab «2 gelegt und ö"4" mittels der Bedingung 2"4" JL 2 4 bestimmt. 
Mit Hilfe dieses Verfahrens lassen sich die Einflüsse der Verschiebungen 

^19 ^> ^8» ^4 auf die Verschiebungen jPd ^i» ^i» i's» ^2' ^s * • • ^ehr 
schnell feststellen. Fig. 254 zeigt die Anwendung unserer Eonstruk- 
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tion auf den im ersten Beispiel untersuchten Sonderfall der Reichstags- 
kuppel; die Verschiebungen sind in der Reihenfolge w^^ \^ g^, Pi mit 
Hilfe von {i) _|_ d', (n) J_ n und (r) _[_ r bestimmt worden. Die beiden, 
die Einflüsse von A:^ und k^ gesondert angebenden einfachen Zeich- 
nungen können auch zur schnellen Herleitung der Gleichungen (12) 
benutzt werden. 


§ 32. 

Das statisch unbestimmte räumliche Stabwerk. 

1. Werden die Spannkräfte der Stäbe eines statisch unbestimmten, 
räumlichen Fachwerks in der Form 

S = So — '^a-A« — Oft-ATft — SgXg — 

als* lineare Funktionen der statisch unbestimmten GrOfsen Xa, Xi,, X^ . . , . 
dargestellt, so stehen zur Berechnung der Gröljsen X die Gleichungen 
zur Verfügung 
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= S5,S,p + ^S,6t8 — X„Sä,S»p— XSä'j«? —X^'SS^S.g 

wo 

8 


• • • • 


EF 

Dabei wird vorausgesetzt, dafs die von der Nachgiebigkeit der 
Widerlager herrührenden Verschiebungen der Stutzpunkte durch Än- 
derungen der Längen von Auflagerstäben berücksichtigt werden. 

Als leicht zu behandelnde Beispiele sind die in den Fig. 244 und 
245 dargestellten Bchwedler kuppeln mit Spitze und versteiftem Schlufs- 
ringe anzuführen, die aber in allen Seitenflächen die Diagonalen behalten 
und ebenso an allen Fufspunkten die geradlinigen Führungen. Die 
Achteckkuppel mit Spitze ist dann 5 fach statisch unbestimmt und die 
Achteckkuppel mit einem durch vier Querriegel versteiften SchlulBring 
4 fach statisch unbestimmt. 

2. Besonders wichtig ist der Fall eines räumlichen Stabwerks, 
welches teils fachwerkartig, teils voUwandig ausgebildet ist. Für die 
auf Biegung beanspruchten Stäbe werden die Längskräfte N und Bie- 
gungsmomente M ebenfalls als lineare Funktionen der X dargestellt: 

N= N,— N^X^ — N,Xt — N,X,— . . . 

M = iVo — MaXa — JWi-Xj — MfX^, — ... 

und zur Berechnung der X stehen die Elastizitätsgleichungen zur 
Verfügung: 

= 8o« "I" ^"t XaKa Xihta X^Ka - • • 

== Öq ^ — |— Q^i X„ öa 5 Xi oft ( X^f Vgf, . . . 

^^^ ^Qe "r ^ct X„0„e Aftö^c XeOgg . . . 


(47) 


1" 


WO für zwei beliebige Zeiger p und q 


M^ds 


Gleichung (48) gilt für alle h mit Ausnahme von 

welche nach der Formel zu berechnen sind 

(49) 8,, = ^S,zts + JN^ttQ da + JAf^& ^ da . 

p^=a, h, c, 

Hinsichtlich der Bedeutung von t^, £it, h verweisen wir auf 
Seite 89, Fig. 77. 
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An Stelle von 5o j, (p = a, b, c . . .) darf man anch schreiben 


'Op 


^ -^m ^mp • 


Bei stärker gekrümmten Stäben ist N zu ersetzen durch 

^ M 

31 = N—, 
r 

wo r den Krümmungsradius der als Kurve einfacher Krümmung 
gedachten Stabachse bedeutet. Auch muls dann an die Stelle des 
Trägheitsmomentes J des Querschnitts der auf Seite 213 erklärte 
Wert Z treten. 

Will man den Einflufs der von Querkräften 

Q = Qt^ — QaX,— Q,X,— X^X,— . . . . 


B 
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erzeugten Schubspannungen berücksichtigen, so muls man zu dem oben 
angegebenen Ausdruck für h^g noch das Glied 

nQpQ.ds 
f GF 
hinzufügen. 

3) BeiBpiel. Da die üntersuchnng statisch unbestimmter räum- 
licher Stabwerke meist zu recht umfangreichen Rechnungen führt, so 
begnügen wir uns hier mit einem einfachen Beispiel, das aber voll- 
ständig genügen wird, die Art und Weise der Behandlung derartiger 
Aufgaben zu erläutern. 


Müller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 


21 
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Wir wählen die Untersuchung einer ofTenen, regelmäXsigen Schwed- 
1 e rächen Achteckknppel mit biegungsfestem ebenem Schlulsring. Fig. 255. 
Die Belastung der Kuppel sei symmetrisch in Bezug auf die Halbie- 
rungsebene AB zweier Ringseiten. Die in Fig. 255 fortgelassenen 
Diagonalen sind dann spannungslos. 

Zunächst m^ge der SohluTsring für sich allein betrachtet werden. 
Fig. 256. Das Trägheitsmoment J seines Querschnitts sei konstant. 
Von den drei auf Seite 122 abgeleiteten Elastizitätsgleichungen [9] ist 
die eine infolge der Symmetrie der Belastung überflüssig. Die beiden 
anderen gehen über in 

fMds = 0, fMxd8=0. 
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Greifen die Lasten nur in den Knotenpunkten an, was hier vor- 
ausgesetzt werden möge, so ist die Momentenfläche jeder Ringseite ein 
Trapez. Für den Querschnitt m sei das Moment gleich M^; sein Bei- 
trag zum Integral j Mda ist gleich dem Inhalte der beiden in Fig. 256 
schrafflerten Dreiecke, d. i. gleich JlCa, und es geht daher die erste 
Bedingung über in 

[1] 23C=0. 

Der Beitrag von M^ zum Integrale f Mxds ist gleich dem auf 
die ^- Achse bezogenen statischen Momente der in den Drittelpunkten 
d' und d'' der an m grenzenden Ringseiten wirksam gedachten Oewichte 

** - • Vereinigt man nun diese beiden gleich grofsen Gewicht« im 
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Mittelpunkte ni der Strecke H\ und bezeichnet man die Länge der 
Strecke Om' mit c, so wird der gesuchte Beitrag = üf^a • c cos 9^1 und 
die zweite Bedingung nimmt die einfache Form an 

[2] SiCcos9„=0. 
Wir bezeichnen nun die Biegungsmomente ftlr die KnoteDpunkt- 
querschnitte c, a, 6, d (Fig. 255) mit Y^, -X«, JT», r^. Zwischen 
diesen Momenten bestehen nach den Gleichungen [1] und [2] die Be- 
ziehungen 

r, + J5r, + x,+ r, = o 

F« cos e -|- X^ sin s — X^ sin e — F^i cos e = , 

und es ergibt sich mit tg e = y2 — 1 für jeden Belastungszustand 
der Kuppel 

[8] 1; = — ^V2X„— y(2— V2)2:, 

[4] r. = - y y/2 X» - Y (2 - V 2) x,. 

Es sollen nun diejenigen Spannkräfte D und «9 in den am frag- 
lichen Binge angreifenden Fachwerkstäben berechnet werden, die nur 
von den Momenten X« und Xi, abhängen, die also verschwinden, wenn 
X^ und Xi, gleich Null werden. Wird jede Spannkraft Z> in ihrem 
oberen Endpunkte zerlegt in eine mit der Rippe zusammenfallende 

Seitenkraft X2>, wo X = — - ist, und eine mit der Ringseite zusammen- 

d 

d 
fallende Seitenkraft (>>A wo (*) = ---, so müssen die am unbelasteten 

d 

ebenen Schlulsringe angreifenden 5 und D offenbar den Bedingungen 
genügen : 

S^ + XDj = 

S^ -f-XDg =0 
53 +X2>3 = 
6\ =0 

denn Gleichgewicht kann nur bestehen, wenn die am Ring angreifenden 
EjTäfte in der Ebene des Ringes liegen. 

Aulserdem muls, falls sich fUr cjD^a der Wert 

[6] oZ>ia-- + aX„ + ß.Y, 
ergibt, 

[7] a)2)sa = — ßA-„ — a.Y, 

sein, und (^D^a muTs die Form 

[8] (^D,a = y{X„ — X,) 

21* 


[5] 
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erhalten. Ans Gleicbnng [6] nnd [7] folgt 

oD^a + oZ^ja = (a — ß) (X — X,). 

AnTserdem besteht die Gleichgewichtsbedingnng 

(üDj + o)Z>8) sin 45** + wDj = 0, 
weshalb sich 

ergibt. 

Bezeichnet man nnn die Längskraft für den Ringqnerschnitt A 
mit N (Fig. 257), so lassen sich X^ nnd X& auch wie folgt schreiben 

X, = üDj a sin 45° — iVa (1 + sin 45°) + 7., 
X-- — .Ya8in45° + Y,, 


rvD 



wwm 


Fig. 257. 


nnd man gelangt, indem man iV ans diesen beiden Gleichungen elimi- 
niert nnd Yg mittels Gleichung [3] dnrch X^ nnd X^ ausdrückt, zn 
der gesuchten Beziehung zwischen Z)^, X^ und X^. Damit sind aber 
auch D, ^°^ "^3 ^^^ Funktionen von X^ und X» dargestellt. Auf 
diesem Wege findet man die Formeln 

!w Z>i a =- — 2 (V2 + 1) X, + 2 (\ 2 — 1) Xft 
ü2>ga= + 4(X„ — Xft) 
üZ>8rt = — 2 (V2 — 1)X. + 2 (V2 -f 1) A',. 

Jetzt kann man mittels der Gleichung [5] die Spannkräfte S 
finden und kennt somit die Spannkräfte in sämtlichen Stäben der oberen 
Zone der Kuppel. Die Spannkräfte in den übrigen Teilen der Kuppel 
werden nach dem im § 28 angegebenen Verfahren berechnet, nnd da- 
mit ist dann die Ermittlung des Einflusses von X« und X» auf alle 
Stabkräfte erledigt 
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Der EinfinÜB der in den Knotenpunkten angreifenden Lasten auf 
das statisch bestimmte Hauptsystem wird nunmehr unter der Voraus- 
setzung berechnet, dafs auch in den Knotenpunkten des Schlulsringes 
Gelenke angeordnet sind (Zustand X=0), und schlieislich werden die 
beiden statisch unbestimmten OröJCsen X^ und X^ mit Hilfe der Glei- 
chungen berechnet 

^0*= -^« ^a» H~ ^b ^bb 

Benutzen wir das Zeichen S vorübergehend für alle Stabkräfbe, so er- 
halten wir 

8 8 


[11] 


Ef "' " 'EF 


r- 


EF ' " EJ 




EF ^ / ' EJ 


Die Summen erstrecken sich über die Fachwerkstäbe, die Integrale über 
den biegungsfesten Bing. 

Für die Ringseite ca ist z. B. im Abstände x vom Knotenpunkte a 

a a 

und dieser Wert geht für Xa==- — 1 über in 

z a a a \ J 

Die Bingseite liefert also zu 5«« den Beitrag 



Auf diesem Wege findet man leicht für die Binghälfbe'*') die Werte 


I 


^' EJ 


=G->^)f 


Diese Ausdrücke sind unabhängig von der Anzahl der Geschosse, der 
Kuppel. Die Berechnung der über die Fachwerkstäbe auszudehnenden 


♦) Es genügt, die Summen für die Hälfte der symmetrisch belastet ange- 
nommenen Knppel zu berechnen. 
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Summen wird am besten sofort mit Zahlen ausgeführt; sie bietet keine 
Schwierigkeit und erfordert nicht einmal besonders grofsen Zeitaufwand. 
Für den Fall einer eingeschossigen Kuppel wollen wir die Buchstaben- 
berechnung hier noch etwas weiter durchführen. Wählen wir ftlr die 
Spannkräfte in den Diagonalen wieder das Zeichen />, so erhalten wir 
für die Beiträge der Fachwerkstäbe zu den Oröfsen 5«,., 5«&, 8»i,, mit 
Beachtung der Oleich. [5] die Werte 


8.. = 2 


Sjs , ^Bjd /\^s , d 


"" ~ EF. 


^ EF^ \EF.^ EfJ 


2 


worin F, den Querschnittsinhalt für eine Bippe und F^ für eine 
Diagonale bedeutet. Den Diagonalen D^, Dg» D^ entsprechen für 
X^= — 1 und Xt,= — 1 der Reihe nach die Werte 

G)a2), = + 2(V2 + 1); -4; +20^—1) 
oaDj = — 2 (1/2 — 1) ; + 4 ; — 2 (V2 — 1), 
weshalb sich für die Hälfte der Kuppel ergibt 

24 

Nehmen wir nun an, es greife am Schlufsringe eine sich auf die beiden 
Kiiotenpunkte d verteilende wagerechte Last J7an, Fig. 255. In diesem 
Belastungsfalle, Zustand ^« = 0, ^^ = (Schlufsring mit Gelenken) 
werden nur die Stäbe der an die Knotenpunkte d grenzenden Seiten- 
fache beansprucht. Es entsteht 

^8 ^^ ^-^8 9 

Die übrigen S und D werden = 0, und es ergibt sich daher 


"»'— \EF.^ EFj 




= (yi. _i_ -A "x ^yg 2 (V 2 4-1) 


' + - ^ 


\ EFg EFa ) 2 Ci) 


a CO 
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und 

Setzt man zur Abkürzung 

F,a^ a Ci)* 


J 8 ^*+ A :^ 

(_J_V2), = v. 

(V2 — 1) }i. = v,, 
60 gehen die die Gleichungen [11] über in 

(vi+40) Z. + K— 24) X,= i+2 — y 2) Ha 
(v^ — 24) X. + (Vi ^^ 40) X,= (— 2 — 1/2) iTa ; 

4 , . ^1 

sie liefern, wegen Vj -|- Vg = - p. und v^ — Vj = rund — [l 

o & 


Xa Xb -j - 


Ha 1 


~ 128 


X.^X.= -^'' V-2 


" 1+ •" 


12 
Nun folgt 

OX>2 = 


' 128 

«Dgo = ^~-a — 2 (VI — 1) JST, + 2 (^2 + 1) X, 

2 

wZ^ja =- — 2 (yY+ 1) X« + 2 G/"2 — 1) A', 

(o,l>3 — ojDJ a = ^-^-- a + 4 (.Y„ + X,). 
Man kann deshalb auch setzen 

H IL 


((i)l>8 — wl>i) sin 45° = 


2 12 + [JL 


(wi^g + wDi) sin 45° = — oD^- 
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Zahlenbeispiel. Ist fjL = (vollkommen starrer Ring) mit J = x)» so 
findet man 

S . ._ - 
sm 45** 


TT 1» fr 

4 o 4 • 


und für Ä= 10000 kg 

w2>8 = 1770, ö>D3 = 2500, 6» D, = 1770 kg. 
Es sei nun a = 2,6", s = S.ö*", d = 4,7-, a' = 3,2"' also 

« = 44- = 0^68. X = 4'^- = 0,77, -=1,31, - = 0J2, 
4,7 4,0 8 8 

F» = 34 qcm, jP^ = 1 1 qcm, also -^ = 3. 

Jfd 

Der Ring bestehe aus einem Q- Eisen N. Pr. 14 mit wagerecht liegendem 
Stege. Dann ist 

. F,o« 34-260« 
J = 609 cm« '" = \-;^ = 3774 

J 609 


und es ergibt sich 


LL = 8774 • 0,72 ^^ = 276, 

^ *» * ^^'^ 0,59 + 1,31 -3 ' 


„ „ , 10000 • 2,6 1 28 - ,^^ Ha 

Xa-X,=. + ^^^-^=0,08 ^ 

„ , ^ 10000-2,60 12 V" 2 

JLa -f- Aft = 


8 276 + 12 

und hieraus und mittels Gleichungen [3] und [4] 

J^ = + 162 kgm, Xb = — 353 kgm 
Yc = — 11 kgm, rd=+-202kgm. 
Das Widerstandsmoment des Ringquerschnitts ist 87 cm*, und es wird daher 
die Biegungsspannung im Ringe 

35300 . .^^. . 

a= — =:nind 400kg/qcm. 

Ol 

Für die Diagonalen erhält man schliefslich die Werte 
Dg = 9400, D, = +- 1 200, Di = — 610 kg. 

Ein vollkommen starrer Ring würde liefern 

Ds = + 2 600, D, = +- 3700, D, = + 2600. 

Sind die Knotenpunkte des Schlufsringes gelenkartig aui^bildet (X> = 0, 
J^=:0) so entsteht 

D, .0= ^v-^ = 7 250/2 = 10250kg, D^ == 0, Di = 0. 

2 b) 

Der Unterschied zwischen Dg . o ^md D» = 9400 ist nicht sehr grofs. Trotz- 
dem also der elastische Schlufsring nur die geringe Beanspruchung von a — 400kg/qcm 
erfährt, trägt er wenig zur Versteifung der Kuppel bei. 


Anhang. 


I. Entwicklung der Arbeltsgleichungeii. 

Obgleich das Gesetz der virtuellen Verschiebungen zu den bekann- 
testen Lehren der Mechanik gehört, dürfte eine Entwicklung der in 
diesem 'Buche benutzten Arbeitsgleichungen, welche dieses Gesetz für 
die betrachteten Fälle ausdrücken, manchem Leser erwünscht sein; sie 
möge deshalb hier gegeben werden, zuerst für das Fach werk, sodann 
für einen beliebigen Körper. 

1) Das Faohwerk. Wirken an den Endpunkten tn und n eines 
Stabes von unveränderlicher Länge zwei entgegengesetzt gleiche, mit der 
Stabachse zusammenfallende Kräfte S, so ist die bei irgend einer Be- 
wegung des Stabes von den beiden Kräften verrichtete Arbeitssumme 
gleich Null. 

um dies einzusehen, zerlege man jene Bewegung in eine fort- 
schreitende und eine drehende und wähle für die letztere irgend einen 
Punkt der Stabachse (z. B. n^) zum Drehpunkte, ^ 
Fig. 258. Während des ersten Teiles der Orts- 
veränderung leisten die Kräfte S entgegengesetzt 
gleiche Arbeiten, die sich mithin tilgen, und wäh- 
rend des zweiten verrichten sie, weil fortwährend 
durch den Drehpunkt gebend, überhaupt keine 
Arbeit. Dabei ist es gleichgültig, ob die Stab- 
kräfte S konstant sind oder sich stetig ändern; 
im letzteren Falle dürfen sie innerhalb jedes un- 
endlich kleinen Zeitteilchen als konstant be- 

r 

trachtet werden. 

Wächst die anfängliche Länge 8 des Stabes 
während jener Bewegung um A.^, und bedeutet 
für irgend ein Teilchen der Bewegungsdauer: 

Sg den augenblicklichen Wert der Stabkraft und das die Änderung 
der Stablänge, so ist die Arbeitssumme für dieses Zeitteilchen = S^^ids 
und für die ganze Bewegungsdauer: 

S 



A = 8 I S^d£i8, 


Sa 

wobei Sa den anfänglichen und S den schliefslichen Wert der Stabkraft 
vorstellt. 
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Der Ausdruck A gibt hiernach die Arbeitsäumme an, welche die 
:tn den Endpunkten eines elastischen Stabes tnn eines Fach werk s 
wirkenden Spannkräfte verrichten, sobald irgend welche Ursachen die 
Knotenpunkte ;/t, n in die Lagen m^ , n^ (wobei m^ n^ = a -[- A« ist) 
verschieben, während die Stabkräfle von S^ bis S wachsen. 

Der wirklichen Aibeit A wollen wir nun diejenige Arbeit A^ = 5A« 
gegenüberstellen, welche die Stabkräfle in dem nur gedachten Falle 
verrichten, dafs sie während der ganzen Dauer der Bewegung ihre End- 
werte S besitzen, und dafs an Steile der wirklichen Verschiebungen 
der Knotenpunkte irgend welche willkürliche Verschiebungen treten, die 
wir uns zwar als möglich vorstellen können, die aber in Wirklichkeit 
nicht einzutreten brauchen, und virtuelle Verschiebungen genannt 
werden. Die Arbeit A^ heilst die virtuelle Arbeit der auf den 
Stab 8 wirkenden Spannkräfte 5. Für das ganze Fachwerk er- 
gibt sich 

A^ = :iSl!ks, 

welche Samme über sämtliche Stäbe auszudehnen ist. 

Wir betrachten jetzt die Spannkräfte S als Kräfte, die an den 
Knotenpunkten angreifen, also entgegengesetzte Richtung wie vorhin haben, 
und die virtuelle Arbeit: — 25A$ leisten; sodann setzen wir voraus, 
dafs an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht besteht und keine Kraft un- 
endlich groDs wird. Erfahren die Knotenpunkte irgendwelche unendlich 
kleine Verschiebungen, so ist die Arbeitssumme für sämtliche Kräfte 
gleich Null, weil für jeden Knotenpunkt die Mittelkraft aus allen da- 
selbst angreifenden Kräften zu Anfang gleich Null ist und während 
jener Elementarbewegung bis auf eine verschwindend kleine Gröfse den 
Wert Null behält. 

Bedeutet also für irgend einen Knotenpunkt m: Q^ die Mittelkraft 
aus den daselbst angreifenden äufseren Kräften und r«, die Projektion 
der Verschiebung des Punktes m auf die Kraft Q^ (positiv, wenn im 
Sinne von Q^ erfolgend), so ist die virtuelle Arbeit der äufseren Kräfte 
= 2^^r«, und es folgt: 

2(?,,r^ — 25A^ = 
und hieraus: 

2<?^r« = S^'A«. 
Diese Gleichung drückt das Gesetz aus: 

Für ein im Gleichgewichte befindliches Fachwerk ist die bei 

unendlich kleinen virtuellen Verschiebungen der Knotenpunkte von 

den äufseren Kräften verrichtete virtuelle Arbeit ebensogrofs wie 

die virtuelle Arbeit der Stabkräfte S. 

Die Arbeit ^S^s, welche man aus den Änderungen der Stablängen 

berechnen kann, ohne die anfänglichen und schlief glichen Lagen der 
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Knotenpunkte zu kennen, wird auch die virtuelle Formänderungs- 
arbeit des Fachwerke genannt. 

Scheiden wir die ftuüseren Kräfte ganz allgemein in Lasten und 
Auflagerkräfte und führen die auf Seite 22 erklärten Bezeichnungen 
P, C, 5, Ac ein, so erhalten wir ^Qr = ^Ph -\-^C^c, und es ent- 
steht die Gleichung 

welche wir die Arbeitsgleichung des Fachwerks genannt und zum Aus- 
gangspunkte unserer Entwicklungen gemacht haben. 

Hinsichtlich der auf das Fachwerk wirkenden Kräfte wurde bei 
der Ableitung der Gleichung (I) nur vorausgesetzt, dals sie miteinander 
im Gleichgewichte sind. Hat man also die Spannkräfte S und Auflager- 
kräfte C eines statisch unbestimmten Fachwerks durch die Lasten P 
und durch gewisse statisch nicht bestimmbare Gröfsen X so ausgedrückt, 
daÜB die Gleichgewichtsbedingungen erfüllt sind (vergl. Seite 21), so darf 
man bei Einsetzen der S und C in die Gleichung (I) den Gröfsen P und 
X willkürliche Werte beilegen. Indem man nun diese Werte ver- 
schiedenartig wählt, ist man im stände, aus (l) beliebig viele Gleichungen 
zu folgern und erhält, sobald man diese nun auf die wirklichen Ver- 
schiebungen 5, Ac, As (die ja nur besondere Fälle von willkürlichen 
Verschiebungen sind) anwendet, eine genügende Anzahl von Beziehungen, 
um die wirklichen GrOfsen X berechnen und die wirkliche Formänderung 
des Fachwerkes feststellen zu können. Dabei wird allerdings voraus- 
gesetzt, dafs die wirklichen Verschiebungen klein genug sind, um als 
verschwindende GröDsen aufgefafst werden zu dürfen. 

2) Beliebiger Körper. Wir gehen von der Voraussetzung einer 
stetigen Erfüllung des Raumes durch die Materie aus, im Gegensatze 
zur Auffassung des Körpers als ein System von Massenpunkten, die zwar 
einander unendlich nahe liegen, immerhin aber durch Zwischenräume 
voneinander getrennt sind, und denken uns an irgend einer Stelle ein 
unendlich kleines Körperteilchen abgegrenzt, beispielsweise, um die Vor- 
stellung zu erleichtern, ein Parallelepipedum. Die auf die Seitenflächen 
desselben wirkenden Kräfte sollen Flächenkräfte genannt und ins- 
besondere als innere Kräfte oder Oberflächenkräfte bezeichnet 
werden, je nachdem die durch sie beanspruchten Flächen im Inneren des 
Körpers liegen oder zur Oberfläche gehören; aufser ihnen wird an dem 
Körperteilchen im allgemeinen noch eine auf die Masse desselben 
wirkende äuisere Kraft angreifen, welche eine Massenkraft heust 
(z. B. die Erdanziehung, Ergänzungskräfte der relativen Bewegung). 

Bezüglich sämtlicher Kräfte wird vorausgesetzt, daiis sie endlich sind. 

Nehmen wir nun an, es erleide ein anf^glich im Gleichgewichte 
befindlicher Körper durch Hinzutreten äufserer Kräfte und durch Tom- 
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peraturändening eine Umgestaltung, dieselbe hört auf, sobald sich ein 
neuer Oleichgewichtszustand gebildet hat und bestehen bleibt; während 
ihrer Erzeugung werden die Flächenkräfte des betrachteten E0rper- 
teilchens eine bestimmte Arbeitssumme verrichten, und von dieser ist 
besonders derjenige Teil von Wichtigkeit, der nur von der Form- 
änderung des Eörperteilchens abhängt, der also verschwindet, wenn 
sich das Teilchen bewegt, ohne seine Gestalt zu ändern. Man nennt 
diesen Teil der Gesamtarbeit der Flächenkräfte die Formänderungs- 
arbeit des Eörperteilchens; ihre Integration über den ganzen 
Eörper liefert die Formänderungsarbeit des Eörpers. Bei der Berechnung 
dieser Arbeit ist zu beachten, dafs die Flächenkräfte, deren schlielsliche 
Werte wir ganz allgemein mit R bezeichnen wollen, sich im Verlaufe 
jener Umgestaltung ändern. 

Denkt man sich hingegen die Flächenkräfte während der ganzen 
Dauer der Formänderung konstant und mit ihren Cndwerten R wirkend, 
bestimmt die von den Eräften R geleistete Formänderungsarbeit und 
ersetzt hierbei die wirkliche Formänderung durch eine willkürliche, 
die zwar als möglich gedacht werden kann, in Wirklichkeit aber nicht 
einzutreten braucht, so erhält man einen Ausdruck dA^, welcher die 
virtuelle Formänderungs-Arbeit heilst, während jene willkttrliehe, 
mögliche Umgestaltung des Eörpers eine virtuelle Formänderung 

genannt werden soll. 

Um die im vorstehenden erklärten Begriffe an einem Beispiele zu er- 

n läutern, betrachten wir ein unendlich kleines 

^ Parallelepipedum, welches an der Stelle ar, 

1y, z eines auf rechtwinklige Koordinaten be- 
w zogenen Körpers abgegrenzt ist, und dessen 

den Koordinatenachsen parallele Kanten die 
Längen dx, dy, dz haben. Es mögen nur 
"^■^ Normalspaimungen auftreten und zwai* nur sol- 
che, die der (x, y)-Ebene parallel sind ; sie seien 
stetige Funktionen der Koordinaten (Fig. 259). 
Ist dann die Normalspannung 
fitr Fläche Ä B gleich a, (positiv im Sinne — x)y 

n ., A. U •• Off ( ,^ f, •, y^, 

so ist die Normalspannung 



für Fläche CD gleich a, -f 


-^-^ dx und 


11 


11 


CB 


0,+ %'ä,. 


Diesen Spannungen entsprechen die Flächenkräfte: 

Ri=zaxdyd2; B^ ={ox-\--r-^ dx) dydz\ 

R^=zQ^dzdx\ R^ = {Qy'^-—^dy)dzdx. 

\ cy ^ 

und zwar seien dies die schliefslichen TN'erte der Kräfte R. 


O .. tl 

.).3.) 

Erleidet nun das Körperteilchen im Sinne von x und 7/ die virtuellen Ver- 
schiebungen ^x und Ay, ohne dafs sich hierbei die Gestalt des Teilchens ändert, 
so leisten die Kräfte R die Arbeit: 

unter dV = dxdydz den Inhalt des Körperteilchens verstanden. Ändert sich 

A (2aB 

während jener Bewegung: dx um Adx = exdx (wobei e, = — ; — das Ver- 

dx 

längerungsverhältnis der Kante dx bedeutet) und dtjum ^dy'=^L^dy^ so nimmt 
die vorhin ermittelte Arbeitssumme zu um die virtuelle Formänderungsarbeit 
dÄ9^ bei deren Berechnung R^ ersetzt werden darf durch R^ und R^ durch JS,. 
Denn die Flächenkräfte für gegenüberliegende Seitenflächen des Körperteilchens 
unterscheiden sich bei stetigen Spannungen nur um unendlich kleine leerte, so 
dafs infolge der Gleichsetzung von R^ und /?i, sowie von R^ und i?, nur ver- 
schwindende Gröfsen vierter Oixinung vernachlässigt werden.*) Mithin folgt: 

dÄv= ÄiAda?+ ÄsAfyy = (a,ea-|-ay£y)dF, 
und es ergibt sich schliefslich die viitnelie Gesamtarbeit der Flächenkräfte: 

dÄf^i^ Aar-f ■^Ay + a.c.+ aycJdF. 

^ ^x- cy / 

Wir fassen jetzt eine unendlich kleine, virtuelle Formänderung 
eines im Oleicbgewichte befindlichen Körpers und insbesondere die Be- 
wegung und Umgestaltung eines Körperteilchens ins Auge und bezeichnen 
die virtuelle Arbeit der auf dieses Körperteilchen wirkenden Massen- 
kraft mit dA^^ diejenige der Flachenkräfte mit dAf, Letztere Arbeit 
besteht aus zwei Teilen; der eine. dA^, hängt nur von der Umgestaltung 
des Körperteilchens ab, der andere, nämlich dAy — dA^^ von der Be- 
wegung des Massenmittelpunktes und der Drehung des Körperteilchens 
um diesen Punkt. Somit stellt dA^-\-dAf — dA^ diejenige virtuelle 
Arbeit vor, welche sämtliche auf das Körperteilchen wirkenden Kräfte 
leibien, wenn dessen Bewegung ohne eine Formänderung vor sich geht. 
Diese Arbeit muis aber = Null sein , da die Mittelkraft der auf das 
Körperteilchen wirkenden Kräfte während der ganzen Dauer der an- 
genommenen Elementarbewegung, bis auf eine verschwindende Gröfse, 
den anfänglichen Wert Null beibehält. 

Es folgt somit dA^'\-dAf=^dA^ und, wenn entsprechende 
Gleichungen ftlr sämtliche Körperteilchen aufgestellt und hierauf addiert 
werden, 

(II) A^+Ay=A,. 

Da sich nun in dem Ausdrucke Ay die Arbeiten der inneren 
Flächenkräfte gegenseitig tilgen, weil auf die Flächen, in denen an- 
einandergrenzende Körperteilchen zusammenhängen, bei gleichen Ver- 
schiebungen entgegengesetzt gleiche Kräfte wirken, so leuchtet ein, dafs 

*) Bei unstetigen Spannungen mufs der Körper in Teile zerlegt werden, 
innerhalb welcher alle SpannungeA stetig sind; die Werte dA, werden für die 
einzelnen Teile gesondert integriert und schliefslich addiert. 
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Af die virtuelle Arbeit der Oberflächenkräfte, mithin Af-\- A^ 
die virtuelle Arbeit sämtlicher äufseren Kräfte vorstellt, und 
es drückt deshalb die Gleichung (II) das Gesetz aus: 

Bei einer verschwittdend kleinen virtuellen Formänderung eines 
im Gleichgewichte befindlichen Körpers ist die virtuelle Arbeit der 
äufseren Kräfte gleich der virtuellen Formänderungsarbeit 

Die Ableitung dieses Satzes nimmt an, dafs alle anfänglich sich 
deckenden Seitenflächen von aneinander grenzenden Körperteilchen auch 
während des ganzen Verlaufes der Formänderung sich decken, weil nur 
dann die Arbeiten der auf diese Flächen wirkenden Kräfte sich auf- 
heben. Besteht nun der beti*achtete Körper aus mehreren einander be- 
rtlhrenden Teilen, von denen jeder einzelne der obigen Voraussetzung 
entspricht, und finden gegenseitige Verschiebungen von anfänglich zu- 
sammenliegenden Berührungsflächen je zweier Teile statt, po müssen, 
wenn das bewiesene Gesetz gültig bleiben soll, alle diese Flächen der 
Oberfläche zugezählt werden; d. h. es sind die auf diese Flächen wir- 
kenden Kräfte, soweit sich ihre Arbeiten nicht tilgen, zu den äufseren 
Kräften zu rechnen. In allen Fällen der Anwendung genügt die Fest- 
setzung, dafs bei aufeinander reibenden Teilen eines Körpers die an 
den Berührungsstellen wirkenden Reibungswiderstände als äufsere Kräfte 
aufzufassen sind. 

Wird der betrachtete Körper durch fremde Körper gestützt, so 
nennen wir die Drücke, welche die letzteren auf den ersteren ausüben. 
Stützen widerstände oder Auflagerkräfte. Alle übrigen äufseren 
Kräfte mögen Lasten heifsen. Es ergibt sich dann, mit den auf 
Seite 22 erklärten Bezeichnungen P, C, S, Ac, die virtuelle Arbeit der 
äufseren Kräfte = SP5 -j- 2CAc, und es entsteht die Arbeitsgleichung 

(III) SP8 + SCAc = ^„ 

welche in den Abschnitten II. und III. in derselben Weise wie die Arbeits- 
gleif*hnng des Fach wer ks zur Berechnung von statisch nicht bestimmbaren 
Gröljsen und von Verschiebungen beliebiger Punkte benutzt worden iet. 


II. Literatur. 

Die ersten Anwendungen des Satzes von der Arbeit auf Aufgaben 
der Festigkeitslehre finden sich bei Clapeyron, welcher die von 
Na vi er*) aus dem Prinzipe der virtuellen Verschiebungen gefolgerte 
allgemeine und einzige Bedingung für das Gleichgewicht zwischen den 

*) Mem. de Tacad. des sciences 1827, Seite 388. 
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inneren und äafseren Krftften eines elastischen Körpers anwendet und 
in diese an Stelle der virtuellen die wirklieben elastischen Verschiebungen 
einführt. Indem er hierbei die Annahme eines spannungslosen Anfangs- 
zustandes macht und voraussetzt, dafs in jedem Punkte des Körpers 
die anfängliche Temperatur herrscht, erhält er die von ihm später zur 
Berechnung der Durchbiegung von Federn benutzte Gleichung: 

Lam^ nennt diese Gleichung in seinen ,,Le9on8 sur la th^orie 
math^matique de T^Iasticit^ des corps solides^ (Paris 1852 und 1866) 
das Clapeyronsche Gesetz, er erläut-ei-t es an mehreren Beispielen 
und hebt seine Wichtigkeit für die Statik der Bauwerke hervor. 

Im Jahre 1864 entwickelt Clerk Maxwell in der im Philoso- 
phical Magazine, Band 27, Seite 294, abgedruckten Abhandlung: „On 
the calculation of the equilibrium and stiffness of Frames" mittels des 
Olapejron scheu Gesetzes die erste allgemeine Theorie des Fach- 
werks, indem er für die Berechnung der statisch unbestimmten GrÖfsen 
die Gleichungen : 

= 25' (^0 + 5'X' + S''X" + 5'".Y'" -f . . .) -J- 

EiJr 

aufstellt und das im § 9 dieses Buches der „Maxwellscbe Satz" ge- 
nannte wichtige Gesetz von der Gegenseitigkeit der elastischen Ver- 
schiebungen beweist. Maxwell war der erste, welcher eine Beziehung 
zwischen der Längenänderung A^ eines Stabes und der durch sie ver- 
ursachten Verrückung S eines Knotenpunktes in der Weise bestimmt, 
dafs er das Fachwerk als eine Maschine auffafst, mittels welcher eine 
treibende Kraft P einen Widerstand S überwindet. Die Vergleichung 
der von P und S geleisteten Arbeiten vollzieht er mit Hilfe des Gesetzes 

' (1) yP8=ySA», 

indem er P und S als Kräfte auffafst, die von Null aus allmählich 
anwachsen. Die auf diesem Wege abgeleitete Grundgleichung 

(2) SPS = 25A« 

ist übrigens von derselben allgemeinen Bedeutung, wie die unmittelbar 
aus dem Prinzip der virtuellen Verrückungen gefolgerte Bedingung 
2P5 = ^S^8. Denn solange es sich nur um die Erfüllung der Gleich- 
gewichtsbedingungen handelt, ist die Gröfse der Elastizitätsziffem E 
und Querschniitsinhalte F der Stäbe gleichgültig, und man kann daher 
auch mit Hilfe der aus dem Clapejronschen Gesetze gefolgerten 


*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 242 dieses Buches. 
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Gleichung (2) leicht auf den von Maxwell nicht berücksichtigten Ein- 
flufs von Temperaturänderungen schliefsen, ebenso wie man beobachteten 
Stützenversobiebungen durch Anbringung von Auf lagerstäben mit passend 
gewählten Querschnitten Bechnung tragen kann. Dem Fehlen prak- 
tischer Beispiele ist es wohl zuzuschreiben, dafs die Maxwellsche 
Arbeit lange Zeit nicht die verdiente Anerkennung gefunden hat. 

Die erste Ableitung der Maxwellschen Gleichungen und Gesetze 
auf dem kürzeren Wege der Benutzung des Prinzips der virtuellen Ver- 
rückungen rührt von Mohr her. Seine Beiträge zur Theorie des 
Fach Werks in der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur- Vereins 
zu Hannover 1874 und 1875 sind durch wichtige Anwendungen bahn- 
brechend geworden. Mohr stellte auch zuerst die elastische Linie des 
geraden Stabes und die Biegungslinie des Fachv^erks mit Hilfe des 
Seilpolygons dar. 

Im Jahrgange 1884 der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur- 
Vereins zu Hannover veröffentlichte Erohn eine Herleitung des Max- 
wellschen Satzes und zeigte seine Anwendung auf die Ermittlung der 
EinfluTslinie für den Horizontalschub eines Zweigelenkbogens , und im 
Jahrgange 1885 derselben Zeitschrift gab der Verfasser die allgemeine 

8 8 

Deutung der EinfluTslinien der Summen ^SqSo — -»S^oSi — -, ... . 

als Biegungslinien, ohne hinsichtlich der GrOfsen X einschränkende Vor- 
aussetzungen zu machen. Schlieüslich stellte der Verfasser in der ersten, 
1886 erschienenen Auflage des vorliegenden Buches nach einer Erweite- 
rung des Maxwellschen Satzes die allgemeinen Elastizitätsgleichungen 

La-\- h„ hat = 2P^5^„ Xah^„ Xfc8„fr 

auf, deren Gültigkeit nicht auf das Fach werk beschränkt ist. 

Neben den Maxwellschen Sätzen bilden die Sätze von Oastigliano 
die Grundpfeiler der gegenwärtigen Theorie der statisch unbestimmten 
Konstruktionen. Man darf sogar behaupten, dafs der Einfluls Casti- 
glianos insofern der gröÜBere gewesen ist, als die Untersuchungen dieses 
leider so früh verstorbenen Forschers sich nicht auf die verhältnismäfsig 
einfache Theorie des Fachwerks beschränkten. Das hervorragende Werk 
Gastiglianos: „Theorie de röquilibre des syst^mes älastiques^ enthält 
eine Fülle wichtiger Anwendungen auf verschiedenen Gebieten der 
Festigkeitslehre und der Statik der Baukonstruktionen. An seiner Spitze 
steht der mit Hilfe des Olapeyronschen Gesetzes entwickelte Satz von 
der Abgeleiteten der Formänderungsarbeit sowie der aus diesem ge- 
folgerte Satz von der kleinsten Formänderungsarbeit. Den letzten Satz 
gab bereits früher Menabrea in der Abhandlung: „Nouveau principe 
sur la distribution des tensions dans les systömes elastiques** [Comptes 
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rendus 1858, I, Seite 1056J*); eine eigenartige Herleitung veröffentlich 
Fränkel (1882) in der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur- 
Vereins zu Hannover. 

Bemerkenswert ist, dafs auch Daniel Bernoulii ein Gesetz der 
kleinsten Biegungsarbeit gerader Stäbe aufstellte und Euler brieflich 
mitteilte.**) Euler macht hiervon Gebrauch in der seinem bertlhmten 
Werke: „Methodus inveniendi curvas maximi minimive proprietate 
gaudentes" angehängten Abhandlung: „De curvis elasticis", in welcher 
er bei der Untersuchung der elastischen Linie eines geraden Stabes 
gleichen Querschnitts und gleicher Elastizität von dem Satze ausgeht: 
ut inter omnes curvas ejusdem longitudinis, quse non solum per puncta 
^ et ^ transeant, sed etiam in his punctis a rectis positione datis 

d8 

R 


tangantur, definiatur ea in qua sit valor hujus expressionis j-^^" ™^~ 


iionis /- 
J ' 


nimus. Hierbei bedeutet da das Bogenelement und R den Erümmungs- 

1 M 

radius. Setzt man -—=——, so erhält man, da EJ= Konst. ist: 

/U^ds fds 

ein minimum. Das Integral: /-— «- nennt Bernoulii die ,,vis 
2JLJ J R 

potentialis." 

Zu den neueren Methoden der Statik zählt auch die kinematische 
Untersuchung statisch bestimmter Systeme. Sie schlägt den um- 
gekehrten Weg ein wie die Maxwellßche Arbeit. Das Ziel der Max- 
wellscben Theorie des Fachwerkes ist die Verwertung der Arbeitsgleichung 

zur Berechnung der Formänderungen statisch bestimmter Fachwerke 
aus den auf statischem Wege gefundenen Spannkräften S und deren 
Verwertung zur Untersuchung statisch unbestimmter Systeme; die ge- 
suchte Gröfse ist 

a) 8 = 2 I^A«. 

Die kinematische Theorie des Faohwerkes verfolgt das entgegengesetzte 
Ziel: die Berechnung der Spannkräfte aus den Verschiebungen S; die 
gesuchte GrQise ist 

(II) ßf=2 Ap. 

*) Man sehe auch: Comptes rendns, 1884, 8. 174. 

**) Vergl. Fnfs, Correspondance mathematique et physique, Tome U, 
8. 457, 507, 533. 

HüIler-BreBlau, Die neueren Methoden der Festigkelttlehre. 22 
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Die erste Herleitung der iS' aus den auf geometrisühem Wege gefun- 
denen h gab der Verfasser in der Schweiz. Bauzeitung 1887 (Mai) und im 
Band I seiner Graphischen Statik 1887 zunächst für das ebene Fachwerk. 
Dann folgten die Arbeiten von R. Land in der Schweiz. Bauzeitung 
1887 (Nov.) und der Zeitschrift des Osterreichischen Architekten- und 
Ingenieur- Vereins 1888. Die kinematische Berechnung des Haumfachwerks 
entwickelte der Verfasser im Jahrgange 1892 im Zentralblatt der Baa- 
verwaltung. Ein Teil dieser Untersuchung wurde im § 3 1 des vorliegen- 
den Buches wiedergegeben; der hier eingeschlagene Weg besteht ans 
einer Verbindung der Grundgleichungen I und II. Bereits 1880 hatte 
Föppl in seinem Buche „Theorie des Fach Werkes^ ausgesprochen, dals 
man beim statisch bestimmten Fachwerk zu einer Gleichung mit nur 
einer Unbekannten S gelangt, wenn man einem Stabe, und nur diesem 
allein eine verschwindend kleine Längenänderung zuschreibt, und auf 
den dadurch eindeutig bestimmten Bewegungszustand des Fachwerks 
das Gesetz der virtuellen Verrückungen anwendet. Föppl hat aber 
diesen Gedanken nicht weiter verfolgt und deshalb ist wohl diese Stelle 
seines Buches nur von wenigen bemerkt worden. "*") 


Wir schlielsen mit der Anführung einiger Schriften, in denen der 
Leser weitere Anwendungen der in diesem Buche vorgetragenen Ge- 
setze findet. 

1. CastigliailO^ Theorie de V&quilibre des systhnes äaatiques et ses 

applications. Turin (bei Negro), 1879. 

2. — Intomo ad una proprietä dei sistemi elastici. Ätti della Äeca- 
detnia deüe Seiende di Torino, Juni 1882; enthält eine sehr all- 
gemeine Entwicklung des Maxwelischen Lehrsatzes und einen 
Bericht über den Satz von Betti, vgl. Seite 248 unseres Buchee. 

3. Fränkel^ D<is PiHnzip der kleinsten Arbeit der inneren Kräfte 

dastischer Systeme und seine Anwendung auf die Lösung hau- 
statischer Aufgaben, Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur- 
Vereins zu Hannover 1882, S. 68. 

4. FSpply Theorie des Fachwerks. Leipzig, 1880. 
5. Das Fachwerk im Räume. Leipzig, 1892. 

6. Gebbia^ üna questione di priorita su alcune contrtbujsioni aUa 

teoria dei sistemi articolati. II Politechnico 1891. 

7. Henneberg^ Statik der starren Systeme. Leipzig, 1886. 


*) Verfasser wurde erst später durch ein Referat von Hennebei^ auf 
diese Stelle aufmerksam gemacht. 
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8. KSnen^ Vereinfachung der Berechnung hmtinuirliclier Balken mit 

Hufe des Satzes von der Arbeit. Wocbenbl. f. Archit. n. Ing. 
1882, Seite 402. 

9. Theorie gekrümmter Erker- und Balkonträger. Deutsche Bau- 

zeiiung 1885, S. 607. 

10. Krolm^ Der Sdtz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen und 

Anwendung desselben zur Berechnung statisch unbestimmter Fach' 

werkträger; Zeitechr. des Archit.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 1884, 
S. 269. 

11. Land^ Die Gegenseitigkeit elastischer Fonnänderungen u. s. w. 

Wochenblatt für Baukunde 1887, Seite 14. 

12. Über die Ermittlung und die gegenseitigen Beziehungen der 

Einflufsliniefi für Träger. Zeitschr. f. Bauwesen 1890, S. 165. 

1 3. Die Ermittlung der Spannungsverteilung und des Kerns u. s. w. 

Zeitschr. f. Bauwesen 1892.*) 

14. Landsbcrg^ Ebene Fachwerksysteme mit festen Knotenpunkten und 

das Prinzip der Deformationsarbeit, Zentralblatt der Bauver- 
waltung 1885, S. 165. 

15. Dächer und Dachstuhlkonstruktionen. Handbuch der Architektur 

3. Teil, 2. Band, 4. Heft. 2. Aufl. 1901, S. 148. 

16. Beitrag zur Theorie des räumlichen Fachwerks, Zentralblatt 

der Bauverwaltung 1903, S. 221 u. 361. 

17. Melan^ Berechnung eiserner Hauen gespärre unter Anwendung des 

Satzes V071 der kleinsten Arbeit. Wochenschr. des Österr. Archit. 
u. Ing.-Ver. 1883, S. 149 u. 162. 

18. Über den Einflufs der Wärme auf elastiscJte Systeme. Eben- 
daselbst 1883, S. 183 u. 202. 

19. Beitrag zur Berechnung statisch unbestimmter Stabsysteme. Zeit- 
schrift des österr. Archit.- u. Ing.-Ver. 1884, S. 100. 

20. Mohr^ Beitrag zur Theorie des Fachwerks. Zeitschr. des Archit.- 

u. Ing.-Ver. zu Hannover 1874, S. 509 und 1875, S. 17. 

21. Beitrag zur Theorie der Bogenfachwerkträger. Ebendaselbst 

1881, S. 243. 

22. Mflller-Breslau^ Der Satz von der Abgeleiteten der ideellen Form- 

änderungsarbeit. Zeitschr. des Archit.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 
1884, S. 211. 

23. Zur Theorie der durch einen Balken versteiften Kette. Eben- 
daselbst 1883, S. 347. Diese Arbeit schliefst sich an den in 


*) Der bekannte Satz gab = oba (Seite 83 unseres Buches) wird hier 
mittels des Maxwellschen Satzes bewiesen und zur Bestimmung der Einfiuis- 
Mnie für a benutzt. 
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derselben Zeitschrift 1881, S. 57) von demselben Verfasser ver- 
öffentlichten An&atz an. 

24. Vereinfachung der Theorie der statisch unbestimmten Bogen' 

träger. Ebendaselbst 1884, S. 575. Ein Sonderabdmck erschien 
bei Schmorl n. von Seefeld in Hannover. 

25. Theorie des durch einen Balken verstärkten steifen Bogens, 

Civilingenieur 1883, S. 18. 

26. Influenjslinien für kontinuirliche Träger mit drei Stützpunkten. 

Wochenbl. f. Archit. u. Ing. 1883, S. 353. 

27. Über kontinuirliche Bögen und Balken, Ebendaselbst 1884. 

28. Zur Theorie der Versteifung l^iler und flexibler Bogenträger. 

Zeitschr. f. Bauwesen 1883, S. 312. 

29. Beitrag zur Theorie des durch einen Balken versteiften Bogens. 

Ebendaselbst 1884, S. 323. 

30. Beitrag zur Theorie des Fachwerks. Zeitschr. des Architek.- 

u. Ing.-Ver. zu Hannover 1885. 

81. ElasUzitätS'Theorie der nach der Stützlinie geformten Tonnen- 

gewölhe. Zeitschr. f. Bauwesen 1886. 

32. Beitrag zur Theorie der ebenen elastischen Träger. Zeitschr. 

des Archit.- u. Ing.-Vereins zu Hannover 1888, S. 605. 

33. — Beitrag zur Theorie der ebenen elastischen Träger. Zentral- 

blatt der Bau Verwaltung 1889. 

34. Über einige Aufgaben der Statik, welche auf Gleichungen der 

Clapeyronschen Art fuhren. Zeitschr. f. Bauwesen 1891. 

35. Die graphische Statik der Baukonstruktionen, Bd. II, Abt. 1. 

1892. 1901. Leipzig, Baumgärtners Buchhandlung. 

36. Beitrag zur Theorie des räuirdichen Fachwerks, 1892. Berlin, 

Ernst u. Sohn. 

87. Über die Berechnung statisch unbestimmter Auslegerbrücken, 

Zentralblatt der Bauverwaltung 1898. 

38. Über räumliche Fachwerke. Zentralblatt der Bau Verwaltung 

1902. 

89. Beiträge zur Theorie der Windverstreibungen, Zeitsch. f. Bau- 
wesen 1904. 

40. Orazza^ Sul calcoio deüe deformazione dei sistemi artieölati. Atti 

della Academia delle Scienze di Torino, vol. XXIII, 1888. 

41. — Sul calcdo delle freccie elastice delle travi retieolari, ebenda- 

selbst vol. XXIII, 1888. 

42. Stelzel^ Berechnung der Ferdinandsbrücke in Graz. Enthalten in 

der Schrift: v. Gabriely u. Winter, Perdinandsbrücke in Graz, 
Mitteilungen des Polytechnischen Klubs in Graz 1883. 
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43. Swain, On the upplication of the principle of Virtual velocities to 

the determination of the deflection and atresses of frames, Journal 
of the Franklin Institute 1883, Febr. bis April, S. 101, 194, 250. 

44. Weyrauch, Theorie elastischer Körper. Leipzig (bei Teubner) 1884. 

45. Aufgaben zur Theorie elastischer Körper. Ebendaselbst 188 5. 

46. — Arbeitsbedingungen für statisch unbestimmte Systeme. Wochenbl. 

47. Winkler, Berechnung der Windverstrebungen in Brücken mit zwei 

Trägem. Civilingenieur 1884, S. 211. 

48. Zimmermann, Über Raumfachwerke. Berlin 1901. 


Berichtigungen. 


Seite 

> 6, 

Zeile 10 y. 0. 

lies: 

und nur 2 k — 3 statt: und nicht mehr. 

rt 

16, 

n 

22 y. u. 

» 

Nennerdeterminante „ Nennerdeterminatc 
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17, 

n 

4 y. 0. 

V 

®al n ^al- 

V 

27, 

» 

5 y. 0. 

n 

I>0 n -D<». 

n 

27, 

n 

6 y. 0. 

n 

z" „ r". 

n 
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n 

11 y. 0. 

n 

um „ und. 

n 

44, 

n 

17 V. u. 

n 

Seite 37 und 38 „ Seite 30 und 31. 

n 

44, 

n 

16 y. u. 

n 

(13) und (14) „ (12) und (13). 

j) 

44, 

n 

2 y. n. 

71 

Fig. 44 „ Fig. 42. 

n 

47, 

T) 

13 y. u. 

n 

Gleich. (13) „ Gleich. (12). 

V 

47, 

Anm, 

n 

Fig. 48 , Fig. 46. 

V 

50, 

Zeile 23 y. 0. 

rt 

§ 2 ^ „ § 3. 

1 

7» 

52, 

r» 

1 y. 0. 

n 

Spannkräfte S' „ Spannkräfte S. 

7J 

55, 

n 

16 y. u. 

rt 

1, 2, 3, 3', 2', i\ 1, 2, 3', 2' 3'. 

rt 

109, 

n 

2 y. 0. 

fällt die Anmerkung fort. 

n 

109, 

n 

10 y. u. 

lies 

:-«.''.^V^tt-«.^.^. 

V 

109, 

n 

9 y. u. 

rt 

2Pl\h 2P/?Ä 

3 '•••'» 6 "^ •• • 

n 

109, 

n 

3 y. u. 

rt 

2^?+ 3a/ 3(a l,y 

2\Lh{2l^+dl) 
«+3a/ — 3(a — Z,)2 

2\Lh{2l^+Sl) 

n 

114, 

n 

7 y. u. 

n 

(Fig. 104) statt: (Fig. 53). 
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2 Th^ 2 /Ä^ 

Seitens, Zeile 7 v. u. lies: -f* ' o t ^ statt: + 


— statt: -I- - — - 
3 A ^ 3 J 


8 

„131, „ 10 V. u. „ M=Mo — X-y — Y-x — Z statt 

M = Mq — Xy — Yg — Z, 

8 V. u. „ D'FE' statt: D' HE\ 

6 V. u. „ jFH= FJ „ FH= HJ. 

7 V. u. „ § 15 „ § 16. 
6 v.u. „ § 16 „ § 17. 

8 V. 0. ,, Seite 165 ,, Seite 150. 

3 Pah , 3 Pah 

203, „ 16 V. u. ,, X = - — -p- — . . statt: X 



137, 



137, 



147, 



154, 



176, 



203, 


„ t^^XMj ,, 


14y.n. „ „=1+ ^-._-(^_-4-_ + _j 

statt : 6) = 1 H • - VT. I -^ — h I • 

„ 203, „ 12 V. u. lies: § 20 statt: § 21. 

„ 208, „ 16 V. 0. „ 83 . 2=82 . 3=^3 statt 83 . 3=83 . 2 =C3^ 

„208, „ 11 v.u. „ —X^-^- „. —X-""' 


„ 208, „ 9 V. u. „ — A'i \ „ — Ä' ^- . 

^2 1 ^'3 ^2 T" ^Z 

„ 224 in Formel (125) ist unter dem Wurzelzeichen der Exponent 

-|- w 1 zu ersetzen durch m 4~ !• 
,, 227 fehlt in der Fufsnote die Bemerkung, dafs der de Saint- 

Venantsche Näherungswert (wo x = 40) nur für 

gewisse einfache Querschnitte brauchbar und durch Versuche 
von Bauschinger bestätigt ist. Für die wichtigen L«, _[_-, 
J-, T- Querschnitte mufs das Torsionsproblem zur Zeit noch 
als ungelöst bezeichnet werden. 


Qberpdit und Einteilung des (Derbes 

Die graphifdie Statih der Bau- 

ßonftruhtionen 


von 


ßeinridi I. B. Müller- Breslau. 


Bieruon bisher uorliegend: 

Dflnd I : Zufammenfetzung und Zerlegung der SrSfte in der Ebene. 
Trägheitsmomente und Zentrifugalmomente ebener Querfdinitte. 
Spannungen in geraden StSben. Cheorie der ftatifdi beftimmten 
Crager mit Husldilu|[ der Unterfudiung der TormSnderungen. 
3. wefentlidi vermehrte Huflage 1901. Mit 541 Cextfiguren und 
7 lithographifdien Cafein. Brofdi. 18 Mb. In Balbfranz geb. ZO Mh. 

Dflnd II, nbt. I : Formänderung ebener Tadioierbe. Das ebene 
ftatifdi unbeftimmte Tadioierb. 3. uerbefferte Huflage 1903. Mit 
436 Cextfiguren und 7 lithographifdien Cafein. Brofdi. 16 Mb. 
In Balbfranz geb. 18 Mb. 

Band II, Hbt« Z, bicfcrUnQ 1 : Formueränderung des geraden 
Stabes. Der Baiben auf mehreren Stützen. Mit 110 Cextfiguren 
und Z lithographifdien Cafein. Brofdi. 3 Mb. 


Band II, Hbt. Z, biefg. Z (Sdilug uon Bd. II, Hbt. Z), fooiie Band III 
(Cheorie des ErddruAs, Unterfudiung der Stutzmauern, GeoiSlbe- 
theorie, Steinerne Pfeiler und Widerlager) follen fobald als 
moglidi nadifolgen. 


